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(fn) konvergiert punktweise, denn es gilt:

, , 0 falls |z] <1
" "+1-1 1
A e § . — 4L fals 2] = 1
1 + x2n 1 + 372" 1 + l.2n n—oo
1 falls [z] > 1

Die Konvergenz ist nicht gleichméBig, da die Grenzfunktion nicht stetig ist (Theorem
27.5).

(gn) konvergiert punktweise, denn es gilt:

o 0 fallsx #0
(& —
oo 1 fallsz =0

Die Konvergenz ist nicht gleichméBig, da die Grenzfunktion nicht stetig ist (Theorem
27.5).

(h,,) konvergiert punktweise gegen die Betragsfuntion h(z) := |z| fiir alle z € R. Die
Konvergenz ist gleichméafig, denn:

1. Moglichkeit:
zeige: Ve > 03ng e NVn >ng Vo € R: |h,(z) — h(z)| <e
Sei also € > 0 beliebig. Es gilt:

1 1
|ho(z) —h(z)] < e & (f—+22—|z] < e & —+2% < (e+|z])?
n n

1, 1
& — < e 4 2|z S n >

n e2 + 2¢|x|
———

< % VaeR

Wahle daher ng := [5%] + 1 € N. Dann gilt fiir alle n > ng und fiir alle z € R, dass
|hn(x) — h(z)| < € ist.
2. Moglichkeit:

zeige: sup |h,(z) — h(z)| — 0 fiir n — oo
zeR

Es gilt:

0 < sup
Tz€R

- (2 +a2—lol) (/2 + 22+ o))
—+22—|z|| = sup
" veRk \/ =+ 22+ |z

L4 a? —2? - 1
= sup < sup = —
n—oo
z€R /%+x2+m z€R % vn

und somit sup |h,(z) — h(z)| — 0 fiir n — oo.
z€R
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zu zeigen: Ve > 03dny e NVn >noVe € R: |go fu(z) —go f(x)] <e
Sei also € > 0. Da g gleichméfig stetig ist, existiert ein § > 0, so dass

l9(fn(@)) —g(f(@))] < €

gilt, falls | f,,(x) — f(z)| < § ist. Da (f,) gleichmé&Big gegen f konvergiert, gibt es zu
diesem 6 > 0 ein ng € N, so dass

|[flz) = flz)] <6

fiir alle n > ny und alle x € R ist. Daraus folgt die Behauptung.

Wegen
in & 1 - 1 !
SlI;k:E < o und Z? — 1_% = 2 (geometrische Reihe)
k=0

fiir alle k € Ny und alle z € R konvergiert > S2F nach Satz 27.11 (WeierstraBsches

k>0
Majorantenkriterium) auf R gleichméflig, und nach Theorem 27.5 ist die Grenzfunk-
tion

n

stetig. Fiir jedes n € Nist ) 5”21# differenzierbar, und es gilt:

k=0
/
" sin kx " kcos kx
(Z5) -t
k=0 =
Wegen
k cos k k ki
‘ c;i x < S und Z? < oo (Wurzelkriterium)
k=0

fiir alle £ € Ny und alle x € R konvergiert auch die Reihe der Ableitungen auf
R gleichméfig gegen eine stetige Grenzfunktion. Letztere ist nach Theorem 27.9
(angewendet auf ein geeignetes Intervall um ein gegebenes = € R) identisch mit der
Ableitung der Ausgangsreihe.

1. Moglichkeit:
Es gilt

limsup /|ax| = klim ko log(k+ 1)+ k2 = 1,

k—o0

denn es ist

6
1< B loglk+ 1) + 2 < Y2k = V2. (VE) -1

fiir £ — oo. Also ist der Konvergenzradius p = 1.



b)

2. Moglichkeit:

Es gilt
ar_| _ k*log(k +1) + & _ 1+ friogeen) 1
fey1 (k+1)7log(k +2) + (k +1)? L4 1) loakr) | (1+E)°
( + E) log(k+1) T log(k+1)

fiir k — oo. Also ist der Konvergenzradius p = 1.

1. Moglichkeit:

Es gilt:
limsup +/|ax| = klim Ve = V3e !

k—o00
Also ist der Konvergenzradius p = el
2. Moglichkeit:
Es gilt
ak 35ek 35ek e
Ag41 N 355 e~ (kD) - V3 33elek - V3

fiir alle £ > 0. Also ist der Konvergenzradius p = \/ig

1. Moglichkeit:

Setze y := x—a. Nach Voraussetzung konvergiert die Potenzreihe Y azy* fiir |y| < 2
k>0
und divergiert fiir |y| > 2. Die Aussage bleibt natiirlich auch fiir y := (r—a)™ richtig.
Daher konvergiert die Potenzreihe > ax(z — a)™ fiir |z —a|™ < 2 & |z —a| < V2
k>0
und divergiert fiir |2 — a|™ > 2 & |z — a] > /2. Somit ist der Konvergenzradius
gleich ¥/2.

2. Moglichkeit:

Es ist
ap fallsr=mk firein k>0
Z ap(r —a)™ = Z b(x —a)" mit b, = : N
>0 >0 0 sonst

mit Konvergenzradius

limsup /|b,| = limsup "/|ax| = w»/limsup ¢/|ap| = V2.

T—00 k—o0 k—oo

Sawo



