Musterlosung zu Blatt 8

Analysis 11 fiir Lehramt Gymnasium, Sommersemester 2007

29 a) 1. Méglichkeit:

Es gilt: ‘
" 5 0
—= n _— = 0
1+ ni L4q nooo 041
2. Moglichkeit:
Es gilt:
" ! 0 = " 0
_— = e — —
1+ni VItn2 now 1+ni n—ooo
b) Es gilt
€2n 62 n
‘(3+4z‘>n B (3) s 2
d.h. die Folge <(3f—47;)n> divergiert.
c) Es gilt
2 _n?_
n _ Bri)n . U
(4 +50)n? + (34 1)" (4+5¢)(31_j)n+1 n—oo (41 ’
denn:
‘ n? n? 0
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(3+1)" (V/10)" n—=
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30 Umformen des Nenners
B4 bd4r+4 = P+ F4z+1) = 2+1)(22+4) = (2+1)(2—2i) (2 +20)
liefert den Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung

2+0)22+2z+4 A N B n C
B4 224424+4 241 2—2  z+2

mit Losung A =i, B=C = 1.
31 a) i) Wie bei Folgerung 1.9 aus Analysis I (oder mit 31.4 ¢) 148t sich die Ungleichung
llall =16} < [la— bl
fiir a,b € E zeigen, und es folgt unmittelbar:

Nl =Nzl < floy =2l — 0 = izl — [l



ii) Zweimaliges Anwenden der Dreiecksungleichung liefert
leyz; +y; — (e +y)l| < lajz; — ozl + |ly; —
< lajz; — ozl + [loge — ax| + |ly; — yll
= @'|I%—Ox|l+l%—oa|-l|w|| + ||yj—0y|| — 0
—lal - - N

fiir n — oo, und es folgt die Behauptung.

b) Anwenden der Dreiecksungleichung und der Schwarzschen Ungleichung (Satz 31.12)
liefert

(g y5) — (@] < Kxj,u) — (@9 + Kz, yp) — (2,9)|

= [z — 2,95+ [{z,y; — )|

< =y =2l -yl ezl - ly; =yl — 0
0 llll 0
— — ||y —

fiir n — oo, und es folgt die Behauptung.
32 a) Fiir beliebige z,y,z € X gilt:

d*(z,y) >0, dh. d*: X x X — [0,00) wohldefiniert
d(z,y)

(M) d*(z,y) =0 <& Hd—(my):o & dx,y)=0 & z=y
. ~ d(zyy) dly,x)
(My) d(w,2) + d*(2,y) 1 —Cii-(zéj)z) 1 —?—(;zg)y)
> d(z, z) d(z,y)

[+ d(,2) +d(zy) | 1+d(zy) +d(.2)
1+d(z,2)+d(z,y)
_ 1
L+d(z,2) +d(z,y)
1
1 — -
1+d(z,y)

d(z,y)
1+d(x,y)

= d*(z,y)
(Alternativ 148t sich die Ungleichung

d(z,z) +d(z,y) S d(x,y)
14+d(z,z)+d(z,y) — 1+d(z,y)

=1

auch aus der Monotonie der reellen Funktion ¢ +— 1L+t folgern.)



b) Seien z,y € X. Im Falle z = y ist die Aquivalenzbedingung fiir d und d* natiirlich
immer erfiillt. Fiir x # y gilt:

d(z,y)

.d < — 7 < D.d
C-d(r,y) < T deg) = (z,9)
s (O <L ; < D
— 1+d(zy)
1 1
— 1 > >
(@Cl_d(x,y)_Dl

Falls d beschrankt ist, d.h. falls ein B > 0 mit d(z,y) < B fiir alle z,y € X existiert,
wihle C' := BLH > 0 und D :=1 > 0. Dann ist die Bedingung erfiillt, und somit
sind die beiden Metriken dquivalent.

Falls d unbeschrankt ist, sind d und d* nicht dquivalent, denn andernfalls entstiinde
der Widerspruch

C-d(z,y) < _dzy) <1 = dxy < %

fiir alle z,y € X.

Sawo



