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AN B ist kompakt, denn:
1. Moglichkeit:

Ist (z,) € AN B eine beliebige Folge, so gilt insbesondere (z,) C A, und nach
Voraussetzung gibt es eine konvergente Teilfolge von (z,,) in A. Die Teilfolge liegt
natiirlich auch in B, und da B als kompakter Raum vollstindig ist (Feststellung
35.3), konvergiert die Teilfolge in B, insgesamt also in AN B.

2. Moglichkeit:

Da A und B kompakt sind, sind sie als Teilmengen von X abgeschlossen (Feststel-
lung 35.3). Somit ist auch A N B abgeschlossen in dem kompakten Raum A und
daher nach Feststellung 35.3 ebenfalls kompakt.

AUB ist kompakt, denn ist (z,,) € AUB eine beliebige Folge, so gibt es eine Teilfolge
von (z,), die ganz in A oder ganz in B liegt, und diese besitzt nach Voraussetzung
eine konvergente Teilfolge in A bzw. B. Also existiert eine Teilfolge von (x,) in
AU B, die konvergiert.

Behauptung: X kompakt < V M C X unendlich: M hat einen Haufungspunkt
Beweis:

”i“:

Ist M C X unendlich, so existiert eine Folge (x,) C M mit x, # x,, fiir n #
m. Wegen der Kompaktheit von X besitzt (2,) eine konvergente Teilfolge (z,,),
d.h. es existiert ein ¥ € X mit x,, — z. z ist Hiufungspunkt von M, denn nach

Voraussetzung gilt z,, = x hochstens fiir ein n € N und somit kann (x,,) € M\{z}
gewahlt werden.

«“.
<t

Es sei (z,) € X eine beliebige Folge und M := {x, | n € N}. Ist M endlich,
so hat (z,) eine konstante Teilfolge. Andernfalls hat M nach Voraussetzung einen
Héufungspunkt € X. Daher existiert zu jedem j € N ein n; € N mit d(z,,;, z) < %
und es kann n; > n;_; gewédhlt werden (andernfalls gébe es einen Widerspruch
dazu, dass x Haufungspunkt von M ist). Dies liefert eine Teilfolge (z,,) von (x,)
mit x,, — x. Also besitzt jede Folge in X eine konvergente Teilfolge, d.h. X ist
kompakt.

Annahme: d(A,B) =0
Dann existieren Folgen (a,) € A und (b,) C B mit d(ay,b,) — 0 fiir n — oo. Da
B kompakt ist, existiert eine Teilfolge (b,,) € B mit b,, — b € B fiir j — oo. Die
Dreiecksungleichung liefert
0 < d(an;,b) < d(an;,bn;)+d(by;,b) — 0
—_——— N —

—0 —0

fiir j — oo, d.h. a,, — b. Nach 33.6 ist b € A = A und somit b € ANB = (.
Widerspruch!
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Also ist d(A, B) > 0
Betrachte die beiden folgenden Teilmengen:
A= {(z,y) €R* |2y =0} und B := {(z,y) €R?*|zy=1}

A und B sind offensichtlich disjunkt und beide abgeschlossen, da Urbilder der ab-
geschlossenen Mengen {0} bzw. {1} unter der stetigen Abbildung (z,y) — xy (Satz
33.16). Es gilt d(A, B) = 0, da zum Beispiel a,, := (n,0) € A und b, := (n,1) € B
fiir alle n € N mit 0 < d(A, B) < d(ay,b,) = + — 0 fiir n — oo.

Seien z,y € C.
zu zeigen: [z,y| ={r+tly—x) |t €[0,1]} C

Sei t € [0,1]. Nach 33.6 existieren Folgen (z,), (y ) C C mit x, — z, y, — y fir
n — oo. Da C' konvex ist, ist z,, + t(y, — z,,) € C fiir jedes n € N. Mit

Ty + t(yn - xn) T+ t(y )
fiir n — oo folgt  + t(y — x) € C.

Zeige die Behauptung mittels vollstdndiger Induktion nach » € N. Fiir r = 1 ist
nichts zu zeigen. Sei also r > 2 und die Behauptung fiir 7 — 1 bewiesen. Ist ¢; = 0
fir ein j € {1,...,r}, so folgt die Behauptung unmittelbar aus der Induktions-
voraussetzung. Seien also im Folgenden ¢4, ... %, > 0. Definiere

Dann ist ) ,
r— r—
tr 1
- = - tr = 1
t t K
k=1 k=1
und somit
r—1 tk
T o= —x, € C

nach Induktionsvoraussetzung. Schliellich folgt

Zthk =te+tx, = te+(1—-t)z, = z,+t(x—z,) €C,
k=1

da C konvex ist.

Sawo



