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45 a) Bezeichnet γA : [0, 2π] → R2 den in Polarkoordinaten angegebenen Weg der Archi-
medischen Spirale, so berechnet sich die Weglänge nach 36.13 wie folgt.

L(γA) =

∫ 2π

0

√
r2(ϕ) + ṙ2(ϕ) dϕ =

∫ 2π

0

√
a2ϕ2 + a2 dϕ = a

∫ 2π

0

√
ϕ2 + 1 dϕ

Mit Aufgabe 7 folgt:

L(γA) =
a

2

[
ϕ
√

1 + ϕ2 + log
(
ϕ +

√
1 + ϕ2

)]2π

0

= aπ
√

1 + 4π2 +
a

2
log

(
2π +

√
1 + 4π2

)

≈ 21, 256 · a

b) Bezeichnet γK : [0, 2π] → R2 den in Polarkoordinaten angegebenen Weg der Kar-
dioide, so berechnet sich die Weglänge nach 36.13 wie folgt.

L(γK) =

∫ 2π

0

√
r2(ϕ) + ṙ2(ϕ) dϕ

=

∫ 2π

0

√
a2(1 + cos ϕ)2 + a2 sin2 ϕ dϕ

= a

∫ 2π

0

√
1 + 2 cos ϕ + cos2 ϕ + sin2 ϕ dϕ

= a

∫ 2π

0

√
2 + 2 cos ϕ dϕ

Es gibt mehrere Möglichkeiten, dieses Integral zu berechnen.

1. Möglichkeit:

Verwende eine geeignete trigonometrische Formel, zum Beispiel:

L(γK) = 2a
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√
1 + cos ϕ

2
dϕ

= 2a

∫ 2π

0

∣∣∣cos
ϕ

2

∣∣∣ dϕ (trigonometrische Formel)

= 2a
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0
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ϕ

2
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π
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2
dϕ

)

= 4a sin
ϕ

2

∣∣∣
π

0
− 4a sin
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2

∣∣∣
2π

π

= 8a
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2. Möglichkeit:

Substituiere t := cos ϕ. Dabei ist zu beachten, dass der Kosinus nur auf den Teilin-
tervallen [0, π] und [π, 2π] injektiv ist. Mit

dt

dϕ
= − sin ϕ =

{
−

√
1− cos2 ϕ für ϕ ∈ [0, π]

+
√

1− cos2 ϕ für ϕ ∈ [π, 2π]

folgt:

L(γK) =
√

2a

∫ 2π

0

√
1 + cos ϕ dϕ

=
√

2a
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1
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)
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√
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)

= 2
√

2a
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−1

√
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√
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1√
1− t

dt

= 2
√
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√
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46 i) Es gilt:

sin z =
1

2i
(eiz − e−iz)

Damit folgt für z ∈ C
sin z = 0 ⇔ eiz = e−iz ⇔ e2iz = 1 = e0 ⇔ 2z − 0 ∈ {2kπ | k ∈ Z}

nach Satz 37.9. Also ist z = kπ für ein k ∈ Z, insbesondere z ∈ R.

ii) Es gilt:

cos z =
1

2
(eiz + e−iz)

Damit folgt für z ∈ C
cos z = 0 ⇔ eiz = −e−iz ⇔ e2iz = −1 = eiπ ⇔ 2z − π ∈ {2kπ | k ∈ Z}

nach Satz 37.9. Also ist z = π
2

+ kπ für ein k ∈ Z, insbesondere z ∈ R.

47 Nach 37.13 ist der Hauptwert der Potenz ab gegeben durch

ab = eb Log a mit Log a = log |a|+ i Arg a und Arg a ∈ (−π, π]

und die Nebenwerte durch:
ab = eb(Log a+2kπi)

a) Hauptwert: ei

Nebenwerte: ei−2kπ = e−2kπ · ei mit k ∈ Z
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b) Hauptwert: 2
π
2 ei π2

4

Nebenwerte: 2
π
2 ei π2

4
+2kπ2i = 2

π
2 ei( 1

4
+2k)π2

mit k ∈ Z
c) Hauptwert: 2e

π
6 ei(π

6
−log 2),

Nebenwerte: 2e
π
6 ei(π

6
−log 2)+2kπ(i+1) = 2e

π
6
+2kπei(π

6
−log 2+2kπ) mit k ∈ Z

48 Für die partiellen Ableitungen erster Ordnung gilt:

∂xf(x, y, z) = sin(yz2) ∂yf(x, y, z) = xz2 cos(yz2) ∂zf(x, y, z) = 2xyz cos(yz2)

Daraus ergeben sich die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung:

∂xxf(x, y, z) = 0 ∂xyf(x, y, z) = z2 cos(yz2) ∂xzf(x, y, z) = 2yz cos(yz2)

∂yxf = ∂xyf ∂yyf(x, y, z) = −xz4 sin(yz2) ∂yzf(x, y, z) = 2xz(cos(yz2)− yz2 sin(yz2))

∂zxf = ∂xzf ∂zyf = ∂yzf ∂zzf(x, y, z) = 2xy(cos(yz2)− 2yz2 sin(yz2))

sawo
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