Musterlésung zu Blatt 12

Analysis 1I fiir Lehramt Gymnasium, Sommersemester 2007

45 a) Bezeichnet 4 : [0,27] — R? den in Polarkoordinaten angegebenen Weg der Archi-
medischen Spirale, so berechnet sich die Weglédnge nach 36.13 wie folgt.

2m 2m 2m
L(va) = VrA(e) +72(p) dp = VargP +alde = a | ?+1dp
0 0 0

Mit Aufgabe 7 folgt:

a 2
L(va) = 3 [gm/l—l—gO?—i-log <g0+\/1+<p2)}0
= a7rx/1+47r2+glog (27r+\/1+47r2>

~ 21,256-a

b) Bezeichnet vg : [0,27] — R? den in Polarkoordinaten angegebenen Weg der Kar-
dioide, so berechnet sich die Weglénge nach 36.13 wie folgt.

Livk) = Oﬂvr2(¢)+f2(w) dyp

2m
= / \/a2(1 + cos p)? + a?sin® p dyp
0

2m
= a/ \/1+2008g0+cos2g0+sin2<pdgp
0

2m
= a V24 2cospdp
0

Es gibt mehrere Mdéglichkeiten, dieses Integral zu berechnen.
1. Moglichkeit:

Verwende eine geeignete trigonometrische Formel, zum Beispiel:

2T 1+ cos
L(vk) = 20/0 \/T@dgo
2
= 2a/
0
s © 2m ©
= 2@(/0 cos§d<p—/7r cos§d¢>

2w

Cosg‘ dp (trigonometrische Formel)

= 4asinf W—4asin£
2 lo 2

T

= &a



2. Moglichkeit:

Substituiere ¢ := cos . Dabei ist zu beachten, dass der Kosinus nur auf den Teilin-
tervallen [0, 7] und [m, 27] injektiv ist. Mit

dt ‘ —+/1—cos?¢ fir ¢ e [0,n]
= —singp =
++/1 —cos? ¢ fiir ¢ € [, 27]

dp

folgt:

2m
L(vg) = \/5(1/ v/ 1+ cose dp
0

([ (e f )

M/m

Lo
V1=t
— W2 [-2v1—t],

46 i) Es gilt:

Damit folgt fiir z € C
sinz =0 & =" & P =1=¢ & 2:-0€{2%kr|keZ}

nach Satz 37.9. Also ist z = km fiir ein k € Z, insbesondere z € R.

ii) Es gilt:
1 iz —iz
cosz = 5(6 +e %)
Damit folgt fiir z € C
cosz =0 & %= " & & =-1=¢" & 22-—nc{2kn|kecZ}

nach Satz 37.9. Also ist z = 7 + k fiir ein k € Z, insbesondere z € R.

47 Nach 37.13 ist der Hauptwert der Potenz a® gegeben durch

b _ _bloga

a’ = e mit Loga = logla| +iArga und Arga € (—m, 7]

und die Nebenwerte durch:

(Zb _ eb(Log a+2kmi)

a) Hauptwert: ¢’

Nebenwerte: ¢! 2k = ¢=2k7 . ¢t mit k € Z



¥

b) Hauptwert: 256'%
Nebenwerte: 22 e''1 T 2hni _ 25 (i +20)™ it ke Z

c) Hauptwert: 2¢5 ¢’ (%_logg),
Nebenwerte: 2¢6 ¢’ i(§ —log2)+2km(i+1) _ 266+2kﬂ62(7_10g2+2k7r> mit k € Z

48 Fiir die partiellen Ableitungen erster Ordnung gilt:
a:cf(xa Y, Z) = sin(yz2) 6yf(x7 Ys Z) = xZQ COS(yZQ) 8zf(‘r7y7 Z) = 2[Ey2 COS(yZ2>
Daraus ergeben sich die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung;:

Ovaf(x,y,2) = 0 Opyf(x,y,2) = 2%cos(yz®) Op.f(x,y,2) = 2yzcos(yz?)
Opef = Ouyf Oy f(z,y,2) = —x2*sin(yz?) 0y.f(z,y,2) = 2wz(cos(yz?) — y2z? sin(yz?))
az:cf = axzf azyf = 8yzf azzf(x7ya Z) = 2:Ey(COS(y22) - 2y22 Sin(yZQ))
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