Musterlésung zu Blatt 14

Analysis 1I fiir Lehramt Gymnasium, Sommersemester 2007

53 a) Uberpriife zunéchst die notwendige Bedingung D f(z,y) = 0 fiir die Existenz lokaler

b)

Extrema. Mit
Ouf(z,y) = 62° —6x und 9,f(z,y) = 6y + 6y

folgt:

Df(z,y) =0

Ouf(z,y) =0 A 9yf(z,y) =0

6z —1) =0 A 6yly+1) =0
(x=0Vae=1) AN (y=0Vy=-1)
& (2,y) €{(0,0),(0,1),(1,0), (1, ~1)}

Untersuche nun die Hesse-Matrix in den kritischen Stellen. Berechnen der zweiten
partiellen Ableitungen liefert:

120 — 6 0
Hyle,y) = 0 12y+6

Einsetzen der kritischen Stellen ergibt schliellich:

—6 0
Hf(o)o):< 0 6)

ist indefinit. Also liegt in (0, 0) kein lokales Extremum vor.

6 0
Hf(o’_l):< 0 —18>

ist negativ definit. Also liegt in (0, —1) ein lokales Maximum mit f(0, —1) = 1 vor.

6 0
mao-(2)

ist positiv definit. Also liegt in (1,0) ein lokales Minimum mit f(1,0) = —1 vor.

6 0
Hf<1?_1):(0 —6)

ist indefinit. Also liegt in (1, —1) kein lokales Extremum vor.

Tt ¢

Uberpriife zunéchst die notwendige Bedingung D f(z,y) = 0 fiir die Existenz lokaler
Extrema. Mit

2

(%f(x,y) = 2x(4_4$2_y2)6_$2—492 und ayf(l’7y) = 2y(1_16$2_4y2)6_$2_4y
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folgt:

Df(z,y) =0

O f(x,y) =0 A Oyf(z,y) =0

2r(4 —4a? — y?)e ™ =0 A 2y(1 — 1622 — 4yP)e™ W =0
(z=0V4—4z2—12=0) A (y=0V 1—162%— 432 = 0)
(=0Ay=0)V (z=0A1-4y>=0) V (y=0 A 4—42>=0)
V(4—422 =2 =0 A 1 — 1622 — 4y* = 0)

(@=0Ay=0)V (@=0Ay"=] V (y=0A2"=1)

V (16 — 162> —4y* =0 A 1 — 162% — 4y* = 0)

. 7

T ¢

i

—
leere Losungsmenge

& (z,y) € {(0,0), (0,£3) , (£1,0)}

Untersuche nun die Hesse-Matrix in den kritischen Stellen. Berechnen der zweiten
partiellen Ableitungen liefert:

Hf ([E, y) =
2(82% — 2022 + 222y — y? + 4)e " W 4ry(162% + 4y — 17)e 4"
day(162” + 4y — 1T)e ™" 2(32y" + 12827% — 20” — 162% + L)e ™’

Einsetzen der kritischen Stellen ergibt schliellich:

8 0
Hf(O,O):<O 2)

ist positiv definit ist. Also liegt in (0,0) ein lokales Minimum mit f(0,0) = 0 vor.

1 1—25671 0
H:10,£= | =
! ( 2) ( 0 —4e~1

ist indefinit. Also liegen in (0, i%) keine lokalen Extrema vor.

~16e71 0
HrELO={ 5 g

ist negativ definit. Also liegen in (£1,0) lokale Maxima mit f(+1,0) = 4e™!) vor.

Es gilt
fla) =Y e —a = Y (wi—(w)i)’ > 0
k=1 k=1 i=1

fiir alle z € R™. Da f nach unten beschrinkt ist und |f(z)| — oo fiir [z[ — oo gilt,
existiert das Minimum. Uberpriife die notwendige Bedingung D f(z) = 0. Mit

r

O, f(@) = DD (i — (an))® = ) 2w — (a)y)

k=1 =1 k=1

)
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folgt:

T T 1 T
O, flz) =0 & Zl‘j = Z(ak)j < T = o (ak);
k=1 k=1 k=1
Einzige kritische Stelle ist also der Schwerpunkt
1 s
rs — ; . Z Qg
k=1
von ag, ..., a,. An dieser Stelle wird das gesuchte Minimum f(zg) angenommen.

Bestimme die lokalen Extrema der Funktion F : R? — R mit

n

F(a,b) = Z(yk —axy —b)?.

k=1

Uberpriife dazu die notwendige Bedingung DF(z,y) = 0. Mit

n

OuF(a,b) = —QZxk(yk —axy —b) und OpF(a,b) = —2 Z(yk —axy — b)

k=1 k=1
folgt:
Df(z,y) =0
< 0,F(a,b) =0 N OyF(a,b) =0
S adwm+bd mp= >y A adxp+b-n=> y
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Auflésen der zweiten Gleichung nach b liefert:
SENESRA
n
k=1 k=1
Einsetzen in die erste Gleichung ergibt:
n 1 n n n n
2
a - — e

St ety (Sw-a3n) -

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Diese Gleichung ist dquivalent zu:

n n 2 n n n
a- Zmi—l <Zxk> = Zl’kyk_lzxkzyk
k=1 " =1 k=1 " k=1

k=1 =

Desweiteren gilt

2
Exk_ﬁ(g xk> =0 & = ... = x,,
k=1 k=1

was sich durch Ausmultiplizieren in der Gleichung

n%xi—(%ﬂﬁk) = Y (m—wy)’

1<j<k<n

3



zeigen laf3t.
1. Fall: 34,5 € {1,...n}: i #£j N z; £z
Dann liefert Auflésen der letzten Gleichung nach a:

Z%% - %Zxkzyk
_ k=l k=1

k=1

n n 2
>t (3]
k=1 k=1

a =

Als Wert fiir b ergibt sich dann:

n Zxkzykz—%z%lczyk
k=1 k=1

k=1
2
n n n n
k=1 k=1 9 1
n
k=1 k=1

Da F' nach unten (durch 0) beschréankt ist und |F'(a,b)| — oo fiir |(a,b)| — oo gilt,
nimmt F' ein Minimum an und zwar in der oben berechneten einzigen kritischen

Stelle (a, b).

2. Fall: vy =... =2, = x

Dann ist die letzte Gleichung stets erfiillt, und a kann beliebig gewahlt werden.
Dies ergibt unendlich viele kritische Stellen (a,b) mit (offensichtlich minimalem)

Funktionswert F(a,b) = 0, ndmlich solche mit b = £ >~ y;, — az und a beliebig.
k=1

Sawo



