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Aufgabe 1: 5 Punkte
Es sei V = P2(R) der Vektorraum der Polynomfunktionen f : R → R vom Grad höchstens 2 und Φ die
durch

Φ(f, g) :=
∫ 1

−1

f(x) · g(x)√
1− x2

dx , f, g ∈ V,

definierte symmetrische Bilinearform auf V .

a) Zeigen Sie mit Mitteln der Analysis, dass Φ positiv definit ist.

b) Berechnen Sie mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren eine Orthonormalbasis von V .

Sie dürfen dazu ∫ 1

0

1√
1− x2

dx =
π

2
und

∫ 1

0

x2

√
1− x2

dx =
π

4

verwenden. (Die Integralgrenzen sind mit Absicht 0 und 1. Sie sollen ein Hinweis sein.)

Aufgabe 2: 5 Punkte
Sei V ein euklidischer Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung || . || : V → R+, die die folgenden
drei Bedingungen erfüllt:

(N1) ||v|| = 0 genau dann, wenn v = 0.

(N2) ||cv|| = |c| · ||v|| für alle v ∈ V und c ∈ R.

(N3) ||v + w|| ≤ ||v||+ ||w|| für alle v,w ∈ V .

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass ein positiv definites Skalarprodukt Φ durch die Vorschrift

||v|| =
√

Φ(v,v) für alle v ∈ V

eine Norm auf V induziert.

a) Zeigen Sie, dass die durch Φ induzierte Norm die Parallelogramm-Gleichung

||v + w||2 + ||v −w||2 = 2||v||2 + 2||w||2

erfüllt.

b) Zeigen Sie, dass für n ≥ 2 auf dem Rn durch

||x|| = max{|xi| | i = 1, . . . , n}

eine Norm definiert ist, für die kein positiv definites Skalarprodukt Φ : Rn × Rn → R existiert, so
dass für alle x ∈ Rn gilt ||x|| =

√
Φ(x,x).



Aufgabe 3: 5 Punkte
Es sei V ein K-Vektorraum mit Basis B = (v1, . . . ,vn) und Φ : V × V → K eine nicht ausgeartete
Bilinearform auf V . Weiter sei f : V → V eine beliebige Abbildung mit Φ(f(v), f(w)) = Φ(v,w) für alle
v,w ∈ V . Zeigen Sie:

a) (f(v1), . . . , f(vn)) ist eine Basis von V .

b) f ist ein Endomorphismus auf V .
Hinweis: Betrachten Sie beispielsweise Φ(f(s · v)− s · f(v), f(w)) für v,w ∈ V und s ∈ K.

Aufgabe 4: 5 Punkte
Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension n und Φ ein positiv definites Skalarprodukt auf V . Wei-
ter sei (v1, . . . ,vm) mit m ≤ n eine Familie von Vektoren aus V . Die Gram-Determinante zu (v1, . . . ,vm)
ist definiert als

G(v1, . . . ,vm) = det ((Φ(vi,vj))1≤i,j≤m) ∈ R.

a) Sei m = n. Zeigen Sie, dass G(v1, . . . ,vm) ≥ 0 ist und Gleichheit genau dann gilt, wenn die Familie
(v1, . . . ,vm) linear abhängig ist.

b) Zeigen Sie a) auch für m < n.


