Prof. Dr. M. Voit SS 2007

Stochastik [

Blatt 7
Abgabetermin: Freitag, 25. Mai 2007, 11.00 Uhr, in die Briefkésten im Foyer

Wiederholen Sie folgende Begriffe:

Mefiraum, Mafiraum, Wahrscheinlichkeitsraum, Mafl und Pramaf}, Fortsetzungs-
satz von Caratheodory, Verteilungsfunktion, Gleichverteilung auf einem Intervall,
Normalverteilung, Exponentialverteilung.

Aufgabe 1 Die Gedichtnislosigkeit der Exponentialverteilungen

a) Es sei P eine Exponentialverteilung auf (R, B(R)). Zeigen Sie:
® Vr,t>0: P(lx+t 00| ]t,00]) = P(Jz,o0]).

b) Essei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(R)) mit einer stetigen Vertei-
lungsfunktion F mit F'(0) = 0, so dass ® gilt.
Zeigen Sie, dass P eine Exponentialverteilung ist.

Tipp: (Fir z € Q,z >0 gilt 1 — F(x) = (1 — F(1))*.)

Aufgabe 2 Gamma-Verteilungen

a) Die Gamma-Funktion ist gegeben durch das uneigentliche Riemann-Integral

[(t) = /000 o te "dx  (t > 0).

Zeigen Sie:
) T(t+1)=¢t-T(t) (¢>0). (Tipp: Partielle Integration).
ii) '(n+1) =n! (n e Ny).

b) Die Gamma-Verteilung mit Parametern a, v > 0 ist definiert als Wahrschein-
lichkeitsmafl auf R mit Lebesgue-Dichte

Con - TP H ™ >0
f‘“’”(m):{ 0 x <0.

Bestimmen Sie mithilfe der Gamma-Funktion die Konstante ¢, , > 0, so dass
faw die Dichte eines Wahrscheinlichkeitsmafes ist.



Aufgabe 3

Zwei Studenten gehen zwischen 13.00 und 14.00 Uhr zu einem zufélligen gleichver-
teilten Zeitpunkt unabhéngig voneinander in die Mensa. Sie beschlieen, jeweils
genau 10 Minuten am Mensaeingang aufeinander zu warten.

Bestimmen Sie mit geometrischen Mitteln die Wahrscheinlichkeit fiir ein Zusam-
mentreffen am Mensaeingang.

Aufgabe 4

Es seien Xi,...,X,, unabhéngige, R-wertige Zufallsvariable mit den Verteilungs-
funktionen Fi, ..., F,.

a) Begriinden Sie kurz, warum
my, = min(Xy,..., X,) und M, = max(Xy,..., X,)
Zufallsvariable sind;

b) Driicken Sie die Verteilungsfunktionen von m, und M,, mithilfe der Vertei-
lungfunktionen Fi, ..., F), aus!

c) Zeigen Sie fir unabhéngige, auf [0,1] gleichverteilte Zufallsvariable
Xq,...,X, dass m,, und M, Dichten haben. Bestimmen Sie diese Dichten!

Aufgabe 5

Es sei X : 2 — R eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion F. Zeigen
Sie, dass die Zufallsvariable F'o X : Q — [0, 1] auf [0, 1] gleichverteilt ist.

Aufgabe 6

Es seien Pi,..., P, Wahrscheinlichkeitsmafie auf einen Mefiraum ()4 und

a) Zeigen Sie, dass P(A) := ; Ai Pi(A) (A € A) ein Wahrscheinlichkeitmaf
P auf (€2, A) definiert.

b) Uberpriifen Sie, dass die Aussage in a) auch fiir n = oo korrekt ist.



