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Aufgabe 1 Beta-Verteilungen

Fiir p,q > 0 ist die Beta-Verteilung 3, , das Wahrscheinlichkeitsmaf auf |0, 1] mit
Dichte f,4(z) = ¢pq- (1 —a)Pt 2971,

a) Bestimmen Sie ¢, , mithilfe der Gammafunktion.
(Hinweis: Lemma 7.18 der Vorlesung)

b) Bestimmen Sie E(X) und Var(X) fir eine 3, ,-verteilte Zufallsvariable.

Aufgabe 2

In einer Schachtel befindet sich anfangs eine schwarze Kugel. In jeder Ziehung wird
eine Kugel gezogen, die Farbe notiert, und die Kugel zuriickgelegt. Zusétzlich
werden nach der n-ten Ziehung n zusétzliche weifle Kugeln in die Schachtel gelegt.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass

a) in der n-ten Ziehung die schwarze Kugel gezogen wird;

b) bei unendlich vielen Ziehungen die schwarze Kugel unendlich oft gezogen
wird.

Aufgabe 3

Betrachten Sie den Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1], B([0, 1]), P) mit der Gleichver-
teilung P auf [0, 1] sowie die Zufallsvariablen

Xorpp = lpo-tanye-y 0 [0,1] = R (€N, 0< k<2 —1).

Beachten Sie dabei, dass jedes n € N eindeutig als 2! + k darstellbar ist.

a) Skizzieren Sie die X, fiir n € N grob.

b) Zeigen Sie, dass X, W 6 fiir 1 — oo gilt.

c¢) Entscheiden Sie, ob die X, stochastisch gegen 0 konvergieren.

d) Entscheiden Sie, ob die X, fast sicher gegen 0 konvergieren.



Aufgabe 4

Es sei (£2,.A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (A, ),en C A eine Folge von
Mengen.
Zeigen Sie:

a) liminf A, = {w € Q: w € A, fiir alle bis auf hochstens endlich viele
n € N}.

b) 11im inf A, — lim inf 1An .

Aufgabe 5

Es seien X, Y : Q —]0, co[ unabhéngige, R-wertige Zufallsvariable mit Dichten
f und g.
Zeigen Sie, dass X - Y eine Dichte hat, und bestimmen Sie diese Dichte.

Aufgabe 6

a) Esselenn € Nund Y : Q — {1,...,n} sowie Xi,..., X, : Q@ — R Zufalls-
variable mit folgenden Eigenschaften:
i) Xi,...,X, sind integrierbar mit F(X;) = E(X;) firi=1,...,n.
i) Xi,...,X, und Y sind unabhéngig.

Zeigen Sie, dass S : Q@ = R, w — ZZ/:(‘{’) X;(w) eine Borel-meBbare Zufalls-
variable ist mit E(S) = E(Y)E(Xy).

b*) Nun sei (X, x)ken, n>0 eine Familie unabhéngiger, identisch verteilter, No-
wertiger Zufallsvariabler mit gemeinsamer Verteilung Px € M'(Ny) und Er-
zeugendenfunktion gx.

Definiere rekursiv die Zufallsvariablen

Sn
S1 = X1, Spq1 1= Z Xog (m>1).
k=1

Zeigen Sie E(S,) = E(X;1)" und gg, (t) = g% (t) :==gxo...0gx(1).
Leiten Sie aus letzterer Formel eine Beziehung fiir Var(S,,) her!

) Zeigen Sie in der Situation von b) fiir die Austerbewahrscheinlichkeiten
P(Sp1=0)=g(P(S,=0)) (neN)und fir £:=J,.y{S» =0} :

P(E) = g(P(E)).

Bestimmen Sie P(FE) fir Py = }l 0o + }l 01 + % 09.



