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Aufgabe 49 Es sei f auf R differenzierbar. Zeigen Sie:

a) Zwischen zwei Nullstellen von f liegt eine Nullstelle von f ′.

b) Ist f ∈ Cn(R) und hat f (n) höchstens k Nullstellen, so hat f höchstens k+n Nullstellen.

c) Die Gleichung 2x = 1 + x2 hat genau 3 Lösungen.

Aufgabe 50 Beweisen Sie mit dem Mittelwertsatz die folgenden Ungleichungen:

a) tan x > x für 0 < x <
π

2
und b)

x

1 + x2
≤ arctan x ≤ x für x ≥ 0

Aufgabe 51 Es sei f(x) = sin x.

a) Zeigen Sie, dass für x ∈
(
0, π

2

)
genau ein ξ = ξ(x) ∈ (0, x) existiert mit

sin x

x
= f ′(ξ) = cos(ξ).

b) Dieses ξ hängt von x ab. Berechnen Sie den Grenzwert lim
x→0

ξ(x)

x
.

Aufgabe 52 Berechnen Sie für x ∈ (−1, 1) die Ableitung von arctan
x√

1− x2
und zeigen

Sie damit:
arcsin x = arctan

x√
1− x2

Aufgabe 53 Es sei f(x) = tanh x =
sinh x

cosh x
. Zeigen Sie:

a) Im Intervall (−1, 1) ist f differenzierbar, streng monoton wachsend und die Umkehr-
funktion f−1 existiert.

b) Die Funktion f−1(y) = Artanh y ist differenzierbar und es gilt: Artanh′ y =
1

1− y2
.

c) Es gilt: Artanh y =
1

2
log

1 + y

1− y
.

Problem der Woche Es sei f ∈ C2(R) mit f(0) = 0 und f(1) = 1 sowie f ′(0) = 0 und
f ′(1) = 0. Zeigen Sie, dass ein ξ ∈ (0, 1) existiert mit |f ′′(ξ)| ≥ 2.
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