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41 Zur Bestimmung eines Supremums kann im Folgenden stets die Charakterisierung
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aus Feststellung 14.3 der Vorlesung und zur Bestimmung eines Infimums eine ent-
sprechende Charakterisierung verwendet werden (siehe Feststellung 14.5).

Es ist M = [—v/10,/10] ein beschrinktes, abgeschlossenes Intervall und somit
sup M = max M = /10 und inf M = min M = —+/10.

Esist M = (—o0, 3) ein offenes, nach oben beschrinktes Intervall, also ist sup M = 3
und max M existiert nicht. Infimum und Minimum existieren ebenfalls nicht, da M
nach unten unbeschréankt ist.

Fir x € M gilt 1 < < 2, d.h. M ist eine beschrénkte Teilmenge von R und
somit existieren Supremum und Infimum. Wegen 2 € M ist sup M = max M = 2.
Desweiteren ist (1 + %) eine Folge in M, die gegen 1 konvergiert. Also ist inf M = 1,
und wegen 1 ¢ M besitzt M kein Minimum.

Wegen —1 < —% < 0 fir allen € Nund 0 < 2%% < % fiir alle m € N gilt fiir

r € M stets 0 < z < %, d.h. M ist eine beschrénkte Teilmenge von R und somit
existieren Supremum und Infimum. (2%”) ist eine Folge in M (fiir n = 1), die gegen
0 konvergiert, d.h. es ist inf M = 0. Desweiteren ist (% — %) eine Folge in M (fiir
m = 1), die gegen % konvergiert, d.h. es ist sup M = % Da Supremum und Infimum

nicht in M liegen, besitzt M weder ein Maximum noch ein Minimum.

Mit der Regel von de I’'Hospital folgt:

arcsinx (I'H.)

lim =7 qim 2= =
x—0 x z—0 1
Mit der Regel von de I’'Hospital folgt:
1 2si 2 243 sin?
lim fans — & (H) R — ! () lim —Cs;g;c () lim —COS f‘:;l - = 1
x—0 gj3 z—0 3$2 x—0 61’ x—0 3 3
Mit der Regel von de ’Hospital folgt:
lim (1: W) tanx = lim Ty 0H) lim L 1
x—>% 2 __ sinaz x—»% % l«_,g si;QIx
Bemerkung: lim tan z existiert nicht, da lim tanz = +ocound lim tanz = —oco.
T3 =35 T
Es gilt:
1 1 o lt+xz-1
l—z 1—22  1—22  1-—a2
Der gesuchte Grenzwert existiert nicht, denn:
x x
lim = o0 und lim = —Q
a—1- 1 — a2 a—1t 1 — 22
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f ist auf ganz R definiert und dort zweimal differenzierbar. Es gilt:

2 622 — 2

fi(x) = e und  f'(z) = M+ a2)7

f ist konvex auf den Intervallen (—oo, — %} und [\/g, oo), da dort f"(z) > 0
gilt, und konkav auf [—\/I

35 %}, da dort f”(z) < 0 gilt. Wendepunkte liegen bei

x = :l:\/g vor, da f” dort das Vorzeichen wechselt.

f ist auf den Intervallen (—% +km, 5+ kﬂ) mit k£ € Z definiert und dort zweimal
differenzierbar. Es gilt:
1 2sinx
/ — d " —
fiw) cos? x o i) cos3 x

f ist konvex auf den Intervallen [knr, 5+ k7r), da dort f”(z) > 0 gilt, und konkav
auf (=% + km, kx|, da dort f”(z) < 0 gilt. Wendepunkte liegen bei z = kr vor, da
f" dort das Vorzeichen wechselt.

f ist auf ganz R definiert und dort zweimal differenzierbar. Es gilt:

1 2

fl(x) = 172 und  f(z) = NIEREE

f ist konvex auf dem Intervall (—oo,0], da dort f”(z) > 0 gilt, und konkav auf
[0,00), da dort f”(x) < 0 gilt. Ein Wendepunkt liegt bei x = 0 vor, da f” dort das
Vorzeichen wechselt.

Es seien a,b € I und t € [0, 1] beliebig. Da f konvex ist, gilt

f((L=t)a+1tb) < (1—t)f(a)+1f(b),

und da g monoton wachsend ist, folgt:

g(f(L=t)a+1tb)) < g((1—1)f(a)+tf(b))

Wegen der Konvexitéit von g ergibt sich daraus

g(f(1=t)a+1b)) < (1=1)g(f(a)) +1tg(f(b)),

d.h. g o f ist konvex.

Die Aussage gilt im Allgemeinen nicht, wenn g nicht monoton wachsend ist. Ge-
genbeispiele liefern konvexe Funktionen f, die nicht konkav sind (zum Beispiel
f(x) ;== 2?), und g mit g(z) := —x.

Sawo



