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Lineare Algebra (und analytische Geometrie) |
Musteraufgabenblatt 01

Musteraufgabe 1 (lineares Gleichungssystem). Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem:

201 + 3xy — 23 + Ty = 17
—3r1 + 4z + brs — ry = —16
I + Ty = 2
2173 + 3$4 = -5

Lésung. Wir schreiben das lineare Gleichungssystem als vereinfachtes Schema

2 3 -2 1 17
-3 4 5 —1|-16
10 0 1 2
0 0 2 3] =5

und wenden darauf den Gaufischen Eliminierungsalgorithmus an. Zuerst vertauschen wir die erste und die dritte
Zeile:

1 0 0 1 2
-3 4 5 —1]|-16
2 3 -2 1 17
0 0 2 3| =5

Jetzt addieren wir das 3-fache der ersten zur zweiten Zeile und das (—2)-fache der ersten zur dritten Zeile:

1 0 0 1 2
0 4 5 21 -10
03 -2 -1 13
0 0 2 3] =5

Als néchstes multiplizieren wir die zweite Zeile mit i:

1 0 0 1 2
01 % k|3
03 -2 —-1] 13
0 0 2 3| =5

Wir addieren das (—3)-fache der zweiten zur dritten Zeile:

10 0 1 2
0 1 5 11 _5

3 3| 4
00 -3 &4
0 0 2 3| =5

10 0 1 2
01 5 1} _5

1 18] _s
00 1 5 |-3
00 2 3| -5

1 0 0 1 2
018 4
001%—%
00 0 | 33



Schliefslich multiplizieren wir noch die vierte Zeile mit %:

1 0 0 1 2
01 5 L1} _5

1 18| _s
00 1 5 |-3
00 0 1 1

X1 + Ty = 2
5 1 5

ro + 173 + =Ty = —3

B0 &}

T3 + ﬁle = 33

ry4 = 1

in Stufenform. Wie man an Hand der vierten Gleichung sofort sehen kann, ist es eindeutig 16sbar. Um die
Lésungsmenge zu bestimmen, gibt es nun zwei Moglichkeiten.
Die erste Moglichkeit ist riickwértiges Einsetzen und Auflésen: Zunéchst haben wir

$4=17

dies eingesetzt in die dritte Gleichung ergibt

10 82 82 10
— - l=——hbzw.23=—— — — -1 = —4.
Tt a3 93 VT T 793 T 03
Nun kénnen wir diese Werte in die zweiten Gleichung einsetzen und erhalten
5 1 5 5 5 1
S+ l=—"baw. pp = —— — = - —4)—=.1=2.
Tty g brwaz=—5 = (=H -3

Schliefllich setzen wir noch die bekannten Werte in die erste Gleichung ein, es ergibt sich
r1+1=2bzw. 21 =2—-1=1.

Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems ist somit gegeben durch
L={(1,2,—-4,1)}.

Als zweite Moglichkeit hétten wir beim Umformen des Schemas (entweder in jedem Schritt oder - wie hier - am
Ende) jeweils oberhalb der Einsen auch Nullen erzeugen konnen.

10 0 1| 2
01 & 1} _>
00 i |

3
00 0 1 1

Wir addieren das (—1)-fache der vierten zur ersten Zeile, das (—3)-fache der vierten zur zweiten Zeile und das
(—43)-fache der vierten zur dritten Zeile:

10 0 0] 1
01 2 0|-3
00 1 0[—4
000 1] 1

SchlieRlich addieren wir noch das (—35)-fache der dritten zur zweiten Zeile:

1 0 0 0 1
01 0 0 2
0 0 1 0|4
00 01 1

Somit ist unser lineares Gleichungssystem dquivalent zum linearen Gleichungssystem

Iy = 1
Xro =

T3 = —4

Ty = 1

bei dem man die Losungsmenge sofort ablesen kann:

L={(1,2 —4,1)}.



Musteraufgabe 2 (homogenes lineares Gleichungssystem). Losen Sie das homogene lineare Gleichungssystem

Ty 4+ 229 + 23 + x4 + x5 = 0
—r1 — 229 — 223 4+ 224 4+ x5 = 0
2r1 + 4x2 + 3x3 — T4 =0
Ty 4+ 29 + 223 — 224 — x5 = 0

Lésung. Wir erhalten das folgende vereinfachte Schema:

1 2 1 1 1
-1 -2 -2 2 1
2 4 3 -1 0
1 2 2 -2 -1

Da die rechten Seiten bei einem homogenen linearen Gleichungssystem sich unter elementaren Zeilenumformun-
gen nicht dndern, wurden diese von vornherein weggelassen. Wir wenden nun den Gaufsschen Eliminierungsal-
gorithmus an. Zunichst addieren wir die erste zur zweiten Zeile, das (—2)-fache der ersten zur dritten Zeile und
das (—1)-fache der ersten zur vierten Zeile:

1 2 1 1 1
00 -1 3 2
0 0 1 -3 -2
0 0 1 -3 -2

Nun addieren wir die zweite Zeile zur ersten, dritten und vierten Zeile:

SO O
O OO N
o o= O
O O W
O O N W

Schliefslich multiplizieren wir noch die zweite Zeile mit (—1):

1 2 0 4 3
001 -3 -2
000 0 O
000 0 O

Unser lineares Gleichungssystem vom Anfang ist also dquivalent zum folgenden linearen Gleichungssystem:

r1 + 29 + 4z4, + 35 = 0
r3 — 33?4 — 233‘5 = 0

Losen wir nach den Unbekannten x1 und x3 auf, so erhalten wir:
r1 = —2x9 — 4xy — 35 und x3 = 314 + 275.

Die Unbekannten z; und x3 sind also von den Unbekannten x5, x4 und x5 abhdngig, diese widerum kénnen freq
gewahlt werden. Als Losungsmenge ergibt sich

L ={(—2X —4p —3v,\, 3+ 2v, u, v) | A, i, v beliebig}.



