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Lineare Algebra (und analytische Geometrie) |
Musteraufgabenblatt 02

Musteraufgabe 3 (Schnitt von Geraden). Schneiden sich die Geraden g und h? Bestimmen Sie ggf. ihren
Schnittpunkt.

(a) Esseien g = {(—2,0) + A(4,-1) | € R} und h = {(4,2) + 1(2,3) | p € R}.
(b) Esseien g = {(5,0,1) + A(2,1,—1) | A € R} und h = {(7,1,2) + pu(—6,—-3,3) | u € R}.
(c) Esseien g = {(0,1,1) + A(1,0,1) | A € R} und h = {(4,2,4) + p(2,1,1) | p € R}.
Lésung.
(a) Schneiden sich g und h, so ist g N h # 0. Ist nun s € gN A, so gibt es A\, u € R mit
s=1(-2,0) + A(4,—1) und s = (4,2) + u(2,3).
Es folgt
(—=2,0) + \(4,-1) = (4,2) + n(2,3)
bzw.
A4, -1) — p(2,3) = (4,2) — (—2,0)
bzw.
(4N — 20, —\ — 3u) = (6,2).

Folglich ist (A, ) eine Losung des folgenden linearen Gleichungssystems:

dr — 2y = 6
- — 3y = 2
Wir schreiben das lineare Gleichungssystem als vereinfachtes Schema und wenden den Gauf-Algorithmus
an.
4 —-216
-1 -3|2

Zunéchst vertauschen wir die beiden Zeilen und multiplizieren danach die erste Zeile mit (—1):
1 31 -2
4 -2| 6

Jetzt addieren wir das (—4)-fache der ersten zur zweiten Zeile:
1 3| -2
0 —14| 14

L.

Wir multiplizieren die zweite Zeile mit —3

1 3|-2
0 1]-1

SchlieRlich addieren wir noch das (—3)-fache der zweiten zur ersten Zeile:

1 0 1

0 1|-1

Folglich ist (A, 1) = (1, —1) und damit der potentielle Schnittpunkt s von g und h gegeben durch
s=(=2,0)+1(4,—1) = (2, -1).

Da aber s = (2,—1) = (4,2) + (—1)(2,3) € h ist, schneiden sich g und & in der Tat in s.



(b)

Schneiden sich g und h, so ist g h # 0. Ist nun s € g N h, so gibt es A, 4 € R mit
s=(5,0,1)+A(2,1,—1) und s = (7,1,2) + p(—6, -3, 3).
Es folgt
(5,0,1) + A(2,1,—-1) = (7,1,2) + u(—6,-3,3)
bzw.
A(2,1,-1) — u(—6,-3,3) = (7,1,2) — (5,0,1)
bzw.
(2A 4 6, A+ 3, —A —3p) = (2,1, 1).

Folglich ist (A, ) eine Losung des folgenden linearen Gleichungssystems:

20 4+ 6y =
r + 3y =1
- — 3y = 1

Wir schreiben das lineare Gleichungssystem als vereinfachtes Schema und wenden den Gauf-Algorithmus
an.

2 61
1 311
-1 =31

Addition der zweiten und dritten Zeile liefert:

2 6|1
1 3|1
0 02
Wie man an der letzten Zeile erkennen kann, ist das lineare Gleichungssystem unlésbar. Somit gibt es kein

Paar (A, ) mit den geforderten Eigenschaften, was widerum bedeutet, dass g und h keinen gemeinsamen
Schnittpunkt besitzen.

Schneiden sich g und h, so ist g N h # 0. Ist nun s € g N h, so gibt es A, 4 € R mit
s=1(0,1,1) + A(1,0,1) und s = (4,2,4) + u(2,1,1).
Es folgt
(0,1,1) + A(1,0,1) = (4,2,4) + (2,1, 1)
bzw.
A(1,0,1) — u(2,1,1) = (4,2,4) — (0,1,1)
bzw.
(A =2p, —p, A= p) = (4,1,3).

Folglich ist (A, ) eine Losung des folgenden linearen Gleichungssystems:

x — 2y = 4
-y =1
r — y = 3

Wir schreiben das lineare Gleichungssystem als vereinfachtes Schema und wenden den Gauf-Algorithmus
an.

1 -21|4
0 —-1|1
1 -11(3



Zuerst addieren wir das (—1)-fache der ersten zur dritten Zeile. Das liefert:

1 -2 4
0 -1 1
0 1|-1

Danach vertauschen wir die zweite und die dritte Zeile:

1 -2 4
0 1] -1
0 -1 1

Schlie8lich addieren wir noch das 2-fache der zweiten zur ersten Zeile sowie die zweite zur dritten Zeile.
Wir erhalten:

1 0 2
0 1]|-1
0 0 0

Folglich ist (A, ) = (2, —1) und damit der potentielle Schnittpunkt s von g und h gegeben durch
s=1(0,1,1)+2(1,0,1) = (2,1, 3).

Da aber s = (2,1,3) = (4,2,4) + (—1) - (2,1,1) € h ist, schneiden sich g und h in der Tat in s.



