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Musteraufgabe 11 (komplexe Zahlen). In Ubung 6, Aufgabe 25 (d), haben wir gesehen, dass das kartesische
Produkt Q x Q mit komponentenweise definierter Addition und einer Multiplikation definiert durch

(z,9)(@",y') = (z2’ —yy',xy’ +ya') fiir alle (z,y), (2',y") €eQx Q

einen Koérper bildet. Auker den Kérperaxiomen von Q haben wir zum Beweis nur benutzt, dass z2 4+ y? # 0 fiir
alle (z,y) € (Q x Q) \ {(0,0)} ist. Somit kénnen wir in analoger Weise durch

(z,y) (', y') = (z2’ —yy', 2y’ + ya') fiir alle (z,y), (z',y) €eR xR

eine Multiplikation auf R x R definieren, durch welche R x R (zusammen mit komponentenweise definierter
Addition) ein Korper wird. Wir wollen diesen Korper als C := R x R bezeichnen, seine Elemente heifien kompleze
Zahlen. Die komplexe Zahl i := (0, 1) heilt imagindre Einheit.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢: R — C,z — (z,0), injektiv sowie additiv und multiplikativ ist, d.h. dass
vz +2") =u(z) + (2) und v(xzz’) = o(z)c(a’) fir alle z, 2" € R gilt.

(b) Rechnen Sie nach, dass i = —1 ist.
(¢) Zeigen Sie, dass 1,1 eine Basis von C als R-Vektorraum ist.

Nach (b) lasst sich jede komplexe Zahl z € C eindeutig darstellen als Linearkombination z = x +yi mit z,y € R.
Man nennt dies die Standarddarstellung der komplexen Zahl z, die eindeutig bestimmten Koeffizienten x,y € R
heifsen Realteil bzw. Imagindrteil von z. Man schreibt Rez := x und Im z := y. Ferner bezeichnet man mit
zZ:= Rez — (Im 2)i die zu z komplex konjugierte komplexe Zahl.

(d) Zeigen Sie, dass fiir den Realteil und den Imaginérteil einer komplexen Zahl z € C gilt:

zZ+ 2z zZ—z
und Imz =1

Rez =

(e) Die euklidische Lénge einer komplexen Zahl z € C bezeichnet man auch als den Betrag von z. Zeigen Sie,
dass sich der Betrag von z € C berechnen lésst als |z|? = 2Z.
Losung.
(a) Fir alle z,2" € R mit «(z) = «(2) gilt (z,0) = (2/,0) und damit = 2, d.h. ¢ ist injektiv. Ferner gilt
vx+2')=(z+2',0) = (2,0) + (2/,0) = o(z) + (")
und
(zz') = (z2’,0) = (z2’ —0-0,2-0+0-2") = (2,0)(2',0) = o(z)e(z)
fiir alle z, 2" € R, d.h. ¢ ist additiv und multiplikativ.
(b) Es ist

i2:(0,1)2: (0,1)(0,1)=(0-0—-1-1,0-1—-1-0) = (-1,0) = —(1,0) = —1.

(c) Es bilden 1 = (1,0) = e; und i = (0, 1) = ey die Standardbasis von C = R x R als R-Vektorraum.
(d) Fiir alle z € C gilt

Z+z (Rez)— (Imz)i+ (Rez) + (Imz)i _ 2(Re z)

5 5 5 =Rez

und
Z—z (Rez) — (Imz2)i— (Rez) — (Imz2)i ,—2(Imz)i

i =i =1 = —(Im2)i* = Im 2.

2 2 2




(e) Fiir alle z € Cist z = (Rez) + (Im2)i = (Re 2)(1,0) + (Im 2)(0,1) = (Re z,Im z), also gilt
2Z = ((Rez) +i(Im2))((Rez) —i(Im 2)) = (Rez)? — (i(Im2))? = (Re 2)? —i*(Im 2)?
= (Re2)? + (Im2)? = |(Rez,Im 2)|? = 22
Musteraufgabe 12. Es sei ein Untervektorraum U C C* iiber C gegeben durch
U:=sp((1,0,i,—-1),(1,1,-2,1+1),(0,1, —i, —2 4+ 1)).
Bestimmen Sie eine Basis von U.

Lésung. Wir schreiben die Vektoren als Zeilen in eine Matrix und wenden den Gaufischen Eliminierungsalgo-
rithmus darauf an:

1 0 i -1 1 0 i -1 1 0 i —1
i 1 =2 141 — (0 1 -1 1+21])+— {0 1 -1 142
0 1 —1 —-24i 0 1 —1 —-24i 0 0 O 0

Nach Satz (2.32) gilt also
U =sp((1,0,1, 1), (0,1, —1,1 + 2i),(0,0,0,0)) = sp((1,0,1, —1), (0,1, —1,1 + 2i)).

Folglich bilden (1,0,1,—1),(0,1,—1,1 + 2i) ein Erzeugendensystem von U. Da sie aber auch linear unabhéngig
sind, ist somit (1,0,1, —1),(0,1,—1,1 + 2i) eine Basis von U.



