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Aufgabe 30 (Vektorrdume iiber endlichen Kérpern).

(a) Essei K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen und es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Wieviele
Elemente besitzt V7

(b) Es sei L ein endlicher Kérper und K C L ein Unterkdrper mit ¢ Elementen. Zeigen Sie, dass die Anzahl
der Elemente von L eine Potenz von ¢ ist.

Aufgabe 31 (Basis der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems). Es sei U C R® der Untervektorraum,
der sich als Losungsmenge des folgenden homogenen linearen Gleichungssystems ergibt:

X1 — r3 + 51’4 = 0
To + 2!173 - Irs = 0

2r1 + T2 + 10xy -— x5 = 0
261 + 2z + 2x3 + 204+ 225 = 0
—2x1 + 2x3 — 204 — 4dxs = 0

Bestimmen Sie eine Basis von U sowie eine Basis eines Komplementéirraums W zu U in R®.

Aufgabe 32 (Untervektorraumoperationen). Es sei V' ein Vektorraum und es seien U, W, X C V Untervektor-
raume von V.

(a) Welche der Mengen UNW, UUW, U\W, v+U und AU +pW fir v € V, A\, u € K sind Untervektorrdume
von V7

(b) Zeigen Sie, dass U + W = U genau dann gilt, wenn W C U ist.

(c) Zeigen Sie: Ist X C U, sogit UN(W +X)=(UNW) + X.

(d) Gelten allgemein die Beziehungen UN(W+X) = (UNW)+(UNX) und U+(WNX) = (U+W)NU+X)?
Aufgabe 33 (direkte Summe und Basen).

(a) Es seien U und W Untervektorrdume von V und es seien aq, ..., a; bzw. ¢1,...,¢; Basen von U bzw. W,
wobei k,l € Ny. Zeigen Sie, dass V = U & W genau dann gilt, wenn a4, ...,a,c1,...,c eine Basis von V'
ist.

b) Es seien a1, as, as, a4, c1,co € F2 gegeben durch
9 9 9 9 9 7 g

und

Ist F2 eine direkte Summe der Unterriume U := sp(aq, ag, a3, as) und W := sp(cy, ¢a)?



