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Musteraufgabe 13 (direkte Summe von Untervektorrdumen). Es sei V ein Vektorraum und U eine Menge
von Untervektorrdumen von V. Wir definieren die Summe der Untervektorrdume aus & durch

U= U:={> w|vy €U fiiralle U € U und vy = 0 fiir fast alle U € U}
veu veu

Die Sprechweise vy = 0 fiir fast alle U € U bedeutet hierbei, dass vy # 0 nur fiir endlich viele U € U gilt.
(Sie ist also nur vonnéten, falls & unendlich ist, ansonsten hat man keine Einschréinkung.)
Zeigen Sie:

(a) Esist } ¢, U ein Untervektorraum von V.

(b) Esist > ¢, U =sp(Upey U)-
c¢) Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:
(c) g gung q
(i) Fiir jedes v € >, U ist die Darstellung als v = ) ;;;, vy mit vy € U fiir alle U € Y und vy = 0
fiir fast alle U € U eindeutig.

(ii) Sind fiir alle U € U Vektoren vy € U mit ) ;v = 0 und vy = 0 fiir fast alle U € U gegeben, so
folgt vy = 0 fiir alle U € U.

(ili) Esist UN Y e oy U = {0} fiir alle U € U.

Gilt eine der dquivalenten Bedingungen aus (c), so sagen wir, die Summe  ;,,, U ist direkt und schreiben

Pu=pv=> U

Ueu Ueu
Ist V =&y, U, so sagen wir, dass V' in eine (innere) direkte Summe der Untervektorraume aus U zerfallt.
Losung.

a) Wegen 0 = Ound 0 € U fiir alle U € U ist 0 € U und damit U # (. Es seien nun
Ueu Ueu veu

v,v" € Yy U und X € K gegeben. Dann gibt es vy, vy, € U fiir alle U € U mit vy = 0 fiir fast alle

U € U und vy; = 0 fiir fast alle U € U, so dass v =) _;;,,vv und v’ = ) 7, vy Dann erhalten wir aber

)\erU':)\ZUUJrZU{]: Z(AUUJFU;])

Ueu Ueu Ueu
und da Avy + vy, = 0 fiir fast alle U € U ist, folgt \v+v" € Y, U.

(b) Es sei zunéchst ein Vektor v € »;;.,, U gegeben und es seien vy € U fiir alle U € U mit v = Y ;o vu
und vy = 0 fiir fast alle U € Y. Dann ist vy € U C Upiey U C sp(Uprey U') fiir alle U € U und
da sp(Uyr ey U') ein Untervektorraum von V' ist, folgt v = >, vv € sp(Upreyy U')- Da v € D70, U
beliebig gewihlt war, erhalten wir D, U C sp(Upreyy U') = sp(Upy ey U)-

Umgekehrt gilt U C ZU’eu U’ fir alle U € U, denn jedes u € U lisst sich schreiben als u = u +
Yvranuy0 und es ist 0 € U’ fiir alle U" € U\ {U}. Mit U C 3 15, U’ fiir alle U € U ist aber
auch Uy U C Y ey U = Y peyU. Nach (a) ist > o, U also ein Untervektorraum von V, der

Upey U enthélt. Damit ist aber auch sp(Uy ¢, U) C > ey U, denn sp(Uy ¢y, U) ist der bzgl. C kleinste
Untervektorraum von V', welcher | J;;, U enthilt.

Insgesamt haben wir also > o, U = sp(Uy ey U) gezeigt.



(c) Ist jeder Vektor v € } o, U eindeutig als Summe v = ) ;;;, vy mit vy € U fiir alle U € Y und vy = 0
fir fast alle U € U darstellbar, so insbesondere auch der Nullvektor. Dieser hat aber stets die triviale
Darstellung 0 = »;;;,0, denn es ist 0 € U fiir alle U € U. Sind also vy € U fiir alle U € U mit
> vey Vv = 0und vy = 0 fiir fast alle U € U gegeben, so folgt vy = 0 fiir alle U € U.

Als néchstes sei angenommen, dass aus ZUeu vy = 0 mit vy € U fiir alle U € Y und vy = 0 fiir fast alle
U € U stets folgt, dass vy = 0 fiir alle U € U. Ferner sei U € Y und ein v € U N ZU’GM\{U} U’ gegeben.
VYegen v E Z[/J’EL{\{U} U’ gibt els dann vy € U’ fiir alle U" € U\{U} mit v = 3y (pry vvr und vyr = 0
fiir fast alle U" € 37 gy U'- Es folgt v + 3 p o oy (—vor) = v — e vy Yo = 0, nach unserer
Voraussetzung also v = 0 und —vyr = 0 fiir alle U’ € U \ {U}. Insbesondere ist aber v = 0 und damit
UNYpanwy = {0} fir alle U € Y.

Schlieflich sei vorausgesetzt, dass U N}y gp qpy U' = {0} fiir alle U € U gilt und es sei ein Vektor
v € Y ey U gegeben. Weiter seien vy, vy, € U fiir alle U € U mit v =), 00 = Y ey vy und vy =0
fiir fast alle U € U sowie vy, = 0 fiir fast alle U € Y. Dann folgt vu — vy = > ey iy (Vo — vur) €
UNY ey U = {0} fiir alle U € U, also vy — vy = 0 bzw. vy = vy, fiir alle U € U.



