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Aufgabe 38 (lineare Abbildungen und Untervektorräume). Es seien V undW Vektorräume über einem Körper
K und L : V →W eine lineare Abbildung. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist U ein Untervektorraum von V , so ist L(U) ein Untervektorraum von W .

(b) Ist X ein Untervektorraum von W , so ist L−1(X) = {v ∈ V | L(v) ∈ X} ein Untervektorraum von V .

(c) Für Untervektorräume U und U ′ von V gilt L(U + U ′) = L(U) + L(U ′).

(d) Für v1, . . . , vk ∈ V , k ∈ N0, ist L(sp(v1, . . . , vk)) = sp(L(v1), . . . , L(vk)).

Aufgabe 39 (lineare Abbildungen und Vektorsysteme). Es seien a1, a2, a3, a4, a5 ∈ R4 und b1, b2, b3, b4, b5 ∈ R3

gegeben durch

a1 := (1, 1, 0, 0), a2 := (3, 4, 0,−1), a3 := (0, 0, 2, 1), a4 := (0, 1, 2, 0), a5 := (−2, 1, 1, 1)

und

b1 := (0, 1, 0), b2 := (1, 1,−1), b3 := (2, 2, 3), b4 := (1,−1,−1), b5 := (1, 6, 4).

Entscheiden Sie im Folgenden jeweils, ob es eine lineare Abbildung L mit den angeforderten Eigenschaften gibt,
und bestimmen Sie in den Fällen, in denen L existiert und eindeutig bestimmt ist, Basen von Bild und Kern
von L.

(a) Gibt es eine lineare Abbildung L : R4 → R3 mit L(a1) = b1, L(a2) = b2, L(a3) = b3, L(a4) = b4?

(b) Gibt es eine lineare Abbildung L : R3 → R4 mit L(b1) = a1, L(b2) = a2, L(b3) = a3?

(c) Gibt es eine lineare Abbildung L : R4 → R3 mit L(a1) = b1, L(a2) = b4, L(a3) = b5, L(a4) = b3?

(d) Gibt es eine lineare Abbildung L : R4 → R4 mit L(a1) = a5, L(a5) = a1?

(e) Gibt es eine lineare Abbildung L : R3 → R3 mit L(b1) = b2, L(b2) = b1, L(b3) = b4?

Aufgabe 40 (Satz von Zassenhaus). Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über einem Körper K und
es seien U und W Untervektorräume von V . Mittels komponentenweiser Operationen wird V × V ebenfalls zu
einem K-Vektorraum. Wir definieren Abbildungen ι1 : V → V × V, v 7→ (v, 0), und ∆: V → V × V, v 7→ (v, v),
sowie X := ι1(U) + ∆(W ).

(a) Zeigen Sie, dass ι1 und ∆ lineare Abbildungen über K sind.

(b) Folgern Sie, dass die Menge X ein Untervektorraum von V × V ist.

(c) Zeigen Sie, dass die Abbildung L : X → V, (x1, x2) 7→ x1, linear ist, und bestimmen Sie KernL und BildL.

Aufgabe 41 (Polynomring). Es sei K ein Körper. Wir betrachten

KN0
e = {p ∈ KN0 | p(k) = 0 für fast alle k ∈ N0}

und schreiben für ein Element p ∈ KN0
e auch pk := p(k) für die Auswertung von p an einem Element k ∈ N0. Für

jedes k ∈ N0 definieren wir außerdem eine Abbildung Xk : N0 → K, l 7→ δk,l, wobei das sogenannte Kronecker-
Delta δk,l gegeben ist durch

δk,l =

{
1, falls l = k,

0, sonst,

für alle k, l ∈ N0. Zeigen Sie:

(a) Bzgl. argumentweise definierter Verknüpfungen ist KN0
e ein K-Vektorraum.

(b) Zeigen Sie, dass sich jedes Element p ∈ KN0
e auf eindeutige Weise darstellen lässt als p =

∑
k∈N0

pkX
k mit

pk ∈ K und pk = 0 für fast alle k ∈ N0.


