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Aufgabe 38 (lineare Abbildungen und Untervektorrdume). Es seien V und W Vektorrdume iiber einem Korper
K und L: V — W eine lineare Abbildung. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist U ein Untervektorraum von V, so ist L(U) ein Untervektorraum von W.

(b) Ist X ein Untervektorraum von W, so ist L=*(X) = {v € V | L(v) € X} ein Untervektorraum von V.
(¢) Fiir Untervektorraume U und U’ von V gilt L(U + U’) = L(U) + L(U").

(d) Fir vy,...,v € V, k € Ny, ist L(sp(v1,...,vx)) =sp(L(vy), ..., L(vg)).

Aufgabe 39 (lineare Abbildungen und Vektorsysteme). Es seien a, as, as, a4, as € R* und by, by, bz, by, bs € R3
gegeben durch

ap :=(1,1,0,0), a9 := (3,4,0,—1),a3 := (0,0,2,1),a4 := (0,1,2,0), a5 := (—2,1,1,1)
und
by = (0,1,0), by := (1,1, —1), b3 == (2,2,3), by := (1, —1, 1), bs := (1,6, 4).

Entscheiden Sie im Folgenden jeweils, ob es eine lineare Abbildung L mit den angeforderten Eigenschaften gibt,
und bestimmen Sie in den Féllen, in denen L existiert und eindeutig bestimmt ist, Basen von Bild und Kern
von L.

(a) Gibt es eine lineare Abbildung L: R* — R3 mit L(a;) = by, L(ag) = ba, L(az) = bz, L(as) = by?
(b
(c
(d) Gibt es eine lineare Abbildung L: R* — R* mit L
(e) Gibt es eine lineare Abbildung L: R? — R3 mit L(by) = bz, L(b) = by, L(b3) = bs?

Gibt es eine lineare Abbildung L: R? — R* mit L(b;

Gibt es eine lineare Abbildung L: R* — R3 mit L

)
)
) = b4, L(a3) = b57 L(a4) = bg?
)

Aufgabe 40 (Satz von Zassenhaus). Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K und
es seien U und W Untervektorrdume von V. Mittels komponentenweiser Operationen wird V' x V ebenfalls zu
einem K-Vektorraum. Wir definieren Abbildungen ¢1: V — V x Vv — (v,0), und A: V -V x Vv — (v,v),
sowie X := 1 (U) + A(W).

(a) Zeigen Sie, dass ¢; und A lineare Abbildungen iiber K sind.
(b) Folgern Sie, dass die Menge X ein Untervektorraum von V' x V ist.
(c) Zeigen Sie, dass die Abbildung L: X — V, (21, 23) — 1, linear ist, und bestimmen Sie Kern L und Bild L.
Aufgabe 41 (Polynomring). Es sei K ein Korper. Wir betrachten
Ko = {p e KMo | p(k) = 0 fiir fast alle k € Ny}

und schreiben fiir ein Element p € K} auch p;, := p(k) fiir die Auswertung von p an einem Element k € Ny. Fiir
jedes k € Ny definieren wir aukerdem eine Abbildung X*: Ny — K, — 1,1, wobei das sogenannte Kronecker-
Delta 6, gegeben ist durch

1, fallsl =k,
Okt =
0, sonst,
fiir alle k,1 € Ny. Zeigen Sie:
(a) Bzgl. argumentweise definierter Verkniipfungen ist KL ein K-Vektorraum.

(b) Zeigen Sie, dass sich jedes Element p € K\ auf eindeutige Weise darstellen liisst als p = > keNg PeX k mit
pr € K und pg = 0 fiir fast alle & € Np.



