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Lineare Algebra (und analytische Geometrie) |
Ubungsblatt 11
(Weihnachtsiibungsblatt)

Hinweis: Dieses Ubungsblatt ist freiwillig, fiir die richtige Bearbeitung konnen aber pro Aufgabe zusétzliche vier
Punkte verdient werden. Die Punkte, die Sie durch die Bearbeitung dieses Ubungsblatts erreichen, werden Thnen
angerechnet, zédhlen aber nicht zu der maximal erreichbaren Punktzahl, von der Sie fiir die Klausurzulassung
50 % benotigen.

Zusatzaufgabe 42 (Polynomring). Es sei K ein Korper. Wir definieren auf K.° eine Multiplikation -, wobei

k

(pq)r = Z pig; fiir alle p,q € Ko k€ Ny.
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Man nennt - auch Faltung auf Ko.

(c) Zeigen Sie, dass die Faltung eine wohldefinierte Verkniipfung auf K} bildet und dass K.° mit der kom-
ponentenweisen Addition und der Faltung als Multiplikation einen kommutativen Ring mit Einselement
bildet.

(d) Zeigen Sie, dass mit dieser Multiplikation X™ X" = X™*" fiir alle m,n € Ny gilt, wobei X" fiir n € Ny
wie in Aufgabe 41 definiert sei.

Man nennt K zusammen mit der Addition und Multiplikation den Polynomring iiber K und bezeichnet diesen
als K[X]. Die Elemente von K[X] werden als Polynome iiber K in der Unbestimmten X bezeichnet. Fiir ein
nicht-triviales Polynom p € K[X]\ {0} nennt man degp := max{k € Ny | pr # 0} den Grad von p.

(e) Zeigen Sie, dass
K[X]<p :={p € K[X] | degp <n}U{0}

fir alle n € Ny ein Untervektorraum von K[X] ist. Bestimmen Sie die Dimension und eine Basis von
K[ X]<p.

(f) Zeigen oder widerlegen Sie, dass die folgenden Abbildungen linear sind:

D: K[X] = K[X],p— Y kppX*",
keN
S: K[X]— K,p+— Zpk,
keN
E: K[X]— K[X],p+— 1.

Zusatzaufgabe 43 (Freiheit von endlich-dimensionalen Vektorrdumen). Es sei V' ein endlich-dimensionaler
Vektorraum iiber einem Korper K. Zeigen Sie, dass es eine Teilmenge B C V' gibt, welche folgende universelle
Eigenschaft erfiillt: Zu jeder Abbildung f: B — W in einen K-Vektorraum W gibt es genau eine lineare
Abbildung L: V — W mit L|g = f.

Zusatzaufgabe 44 (lineare Codes). Es sei p eine Primzahl und n € N eine natiirliche Zahl. Ein linearer Code
der Linge n iiber ), ist ein Untervektorraum C' von Fy; die Elemente von C' werden Codewdrter genannt. Das
Gewicht eines Elements ¢ € C' ist definiert durch

w(c):=[{i e {1,...,n} | ¢ # 0}
und der Minimalabstand von C' als

dpin(C) = min{w(c) | c € C'\ {0}}.



(a) Uberpriifen Sie in den folgenden Beispielen, ob C' C [ ein linearer Code ist und bestimmen Sie in diesem
Fall die Dimension und die Anzahl der Elemente von C.

(i) Essei C:={z € F} | S a = an )

(ii) Essei C:= {x € F} | S e = a2}

(iii) Es sei C:={zx € F} | >_" , z; = 0}.

) Essei C:={z € F} | T 2 =

(v) Essei C:={A(1,...,1) e Fy | X Fp}.

) Essei C:= {JJGJF; | T35 + x5 + 26 + ¥y = X2 + T4 + 6 + 7 = 21 + 24 + 25 + 27 = 0}.

(iv

(vi

(b) Es sei C ein linearer Code der Lange n iiber F,. Zeigen Sie, dass sich je zwei verschiedene Codewdrter in
C' an mindestens dp,in (C) Koordinaten voneinander unterscheiden.

(c¢) Bestimmen Sie den Minimalabstand der linearen Codes aus (a).
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