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Musteraufgabe 17 (Sphére als Faktorgruppe). Wir betrachten die additive Gruppe des Korpers R sowie die
multiplikative Gruppe S' = {z € C | |2| = 1}. Zeigen Sie, dass S! 2 R/Z ist.

Losung. Wegen e2mi(z+y) — o2miz+2mly — o2mize2miy fiir alle 2,y € R und |e?™%| = 1 fiir alle z € R ist f: R —
C*,x — €>™% ein Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe des Korpers R in die multiplikative
Gruppe C* des Korpers C. Aus der Polardarstellung fiir komplexe Zahlen folgt

Bildf={e*" |z €R} ={2€C||z| =1} =S,
auflerdem ist

Kenf={zcR|f(x)=1}={zcR | =1} =7
Mit dem Homomorphiesatz erhalten wir nun

S! = Bild f ¥ R/(Kern f) = R/Z.

Musteraufgabe 18 (erster Noetherscher Isomorphiesatz). Es sei V' ein Vektorraum und es seien U und W
Untervektorrdume von V. Zeigen Sie: Es gilt

U+W)/U=ZW/(UNW).
Lisung. Wir betrachten die lineare Abbildung L: W — (U + W)/U,w — w + U. Es ist
KernL={weW |Lw)=0t={weW |w+U=0={weW|welU}=UnW
und

BildL={L(w) |l weW}={w+U|jweW}={ut+w+U]|ueUweW}
={v+U|v=u+w, wobeiuec Uwe W} =(U+W)/U,

mit dem Homomorphiesatz folgt also

(U+W)/U =BildL = W/(Kern L) = W/(U N W).



