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Aufgabe 45 (Zassenhaus-Algorithmus). Es sei K ein Korper.

(a) Es seien k,l,n € N mit k,I < n und Untervektorrdume U,W C K™ gegeben durch U = sp(uq,...,ux),

W =sp(wi,...,w;), wobei u; € U, w; € W furi € {1,...,k}, j € {1,...,1}. Wir schreiben die Erzeugen-
densysteme von U und W wie folgt in eine Matrix:

uy 0
up 0 2n,k+l

A= e K@kt
wp w1
wp  w

Es seien nun vy, ...,vp4 € K™ und m € N, m < n, gegeben, so dass

U1 *

B |vm *
O Um+1
0 wvgw

durch elementare Zeilenumformungen aus A hervorgeht. Zeigen Sie:

(i) Esist U+ W =sp(v1,...,0m) und UNW = 8p(Vmi1,-- -, Vktl)-

(ii) Falls B eine Matrix in Zeilenstufenform ist, so ist vy,..., v, eine Basis von U + W. Falls uy, ..., ug
eine Basis von U und wq, ..., w; eine Basis von W ist, so ist vy,41, ..., Vg4 eine Basis von U N W.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 40.

(b) Im Vektorraum R* seien die beiden Untervektorriume
U= Sp((ov 1a Oa 71)7 (la 07 17 72)3 (717 725 07 1)) und W = Sp((fl, Oa 17 0)7 (1a Oa 717 71)7 (27 07 717 O))

gegeben. Bestimmen Sie mit Hilfe des in (a) dargestellten Verfahrens Basen fiir U + W und U N W.

Aufgabe 46 (Darstellungsmatrizen von linearen Abbildungen).

(a) Es sei K ein Korper. Wiahlen Sie zur linearen Abbildung L in den folgenden Féllen je eine Basis von
Definitions- und Zielbereich und berechnen Sie bzgl. dieser Basen die Darstellungsmatrix von L. Berechnen
Sie ferner mit Hilfe der Darstellungsmatrix Basen von Kern L und Bild L. Ist L injektiv bzw. surjektiv?
(i) Essei L: R? —» R? (z,y) — (z — y,0).
(i) Essei L: R? = R3 (2,9,2) — (y — 2,0,2 — y).
(i) Essei L: K[X]|<5 — K,p— ZZ:Opk.
(iv) Essei L: K[X]<g — K[X]<5,p — Sp_o(k + 1)pri1 X5
(b) Gegeben sei die Matrix

A= € R4,

—_ O =
o= o

1
0
1

S = O



(1,4)

Berechnen Sie die Darstellungsmatrix von L: R — R13) 2 — Az, bzgl. der Basen a1, as, as, as von

RO und by, by, by von R, wobei

A i ; N (A (7
ayp = 3 , A9 = 4 ,a3 = 1 , A4 = 9 undb1: —6 ,bQZ 4 ,b3: 1
4 -8 4 1 7 —4 1

Aufgabe 47 (nilpotente Matrizen). Es sei n € N und K ein Kérper. Man nennt eine Matrix R € K(7n) eine
strikte obere Dreiecksmatriz, wenn R; ; = 0 fiir alle 4,5 € {1,...,n} mit ¢ > j gilt. Eine Matrix N € K(mn)
heiRt nilpotent, wenn ein k € N existiert, so dass N¥ = 0 ist. In diesem Fall heift min{k € N | N* = 0} der
Nilpotenzindexr von N.

(a) Zeigen Sie, dass eine strikte obere Dreiecksmatrix R € K% nilpotent von einem Nilpotenzindex kleiner
oder gleich 4 ist. Unter welchen Bedingungen an die Eintrége R, ; fiir ¢,j € {1,...,n} mit ¢ < j ist der
Nilpotenzindex 2 bzw. 37

(b) Berechnen Sie L?°%% wobei L € K**) gegeben sei durch

mit a,b,c,d,e € K.

s}
QUL O OO
o O OO
OO OO

(¢) Berechnen Sie A%°%% wobei A € K33 gegeben sei durch

b

A= mit a,b,c € K.

o O
o~ Q

c
1
Aufgabe 48 (Matrixkalkiil).

(a) Gegeben seien die rationalen Matrizen

0 1 ;
2 -3 -1 0 -1 5 0

A= -3 7 -2),B=| J|.0=|1 ,D:(2 1),}3:(0 b 1).
—2 5 3

Finden Sie alle wohldefinierten Produkte der gegebenen Matrizen als Ausdriicke in A, B,C, D, E, so dass
folgende Zusatzbedingung erfiillt ist: In keinem Produkt darf eine Einheitsmatrix oder Nullmatrix als
echtes Unterprodukt vorkommen. Bestimmen Sie hierunter das Produkt mit der grofitmoglichen Anzahl
an Faktoren und, falls diese Matrix nilpotent ist, ihren Nilpotenzindex.

(b) Gegeben seien die rationalen Matrizen

11 -1 1 5 6 4
1 -1 2 -7 29 -9 928
A=149 3 4 5 |mdB=] 5 o9 o
3 -1 0 -2 5 —10 -8

(i) Untersuchen Sie die Matrix A auf Invertierbarkeit und bestimmen Sie ggf. ihr Inverses.
(ii) Bestimmen Sie alle Matrizen X € Q**® mit AX = B.



