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Aufgabe 57 (Gruppe der Quadratzahlen).

(a) Es sei K ein Kérper und ¢: K* — K* 2 + 2%, wobei K* = K \ {0} die multiplikative Gruppe von K
bezeichne. Ferner bezeichnen wir mit K5 die Menge der invertierbaren Quadrate in K, d.h.

K :={y e K* | es gibt ein z € K mit y = 22}.

(i) Zeigen Sie, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist und bestimmen Sie Kern und Bild von g.

(ii) Folgern Sie, dass K U eine Untergruppe von K* ist.

(b) Es sei p eine Primzahl. Bestimmen Sie |IFPD|, d.h. die Anzahl der Elemente von F,*, aus denen man die
Wurzel ziehen kann.

(¢) Fiir welche Primzahlen p ist —1 € ]FPD? Priifen Sie zunéchst an Hand einiger Beispiele fiir p, etwa p €

{3,5,7,11,13,17,19}, ob —1 € F,;D ist. Stellen Sie danach fiir p > 2 eine Vermutung fiir ein hinreichendes
und notwendiges Kriterium an p auf, welches charakterisieren soll, unter welcher Bedingung an p das
Element —1 € IFPD ist (also eine Aussage der Art ,es ist —1 € IE‘pD genau dann, wenn p ...“). Beweisen
Sie von IThrer Vermutung eine Richtung.

Aufgabe 58 (Zentrum und innere Automorphismen). Ein Automorphismus a: G — G heifit ein innerer
Automorphismus, falls es ein g € G gibt mit a = kg, d.h. a(z) = grg~ ' fiir alle € G. Wir setzen InnG :=
{kg | g € G} fiir die Menge der inneren Automorphismen auf G. Ferner setzen wir Z(G) := {g € G | gz =
xg fir alle € G} und nennen dies das Zentrum von G. Zeigen Sie:

(a) Esist Z(G) ein Normalteiler von G.
(b) Esist InnG eine Untergruppe von Aut G.
(c¢) Esist InnG = G/Z(G).
Aufgabe 59 (Dimension eines Quotientenvektorraums).

(a) Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U ein Untervektorraum von V. Zeigen Sie, dass der
Quotientenvektorraum V/U auch endlich-dimensional ist und bestimmen Sie die Dimension von V/U in
Abhéngigkeit von dim V' und dim U.

(b) Es sei L: R — R(S) g Az, gegeben durch

1 0 -1 5 0
0o 1 2 0 -1
A=(2 1 0 10 -1
2 2 2 2 2
-2 0 2 -2 -4

Bestimmen Sie eine Basis von R(?) /(Kern L).

Aufgabe 60 (verallgemeinerter Homomorphiesatz und zweiter Noetherscher Isomorphiesatz). Es sei V' ein
Vektorraum tiber einem Kérper K und U ein Untervektorraum von V. Wir bezeichnen mit 7y, : V. — V/U, v —
v+ U die kanonische Projektion. Zeigen Sie:

(a) Die kanonische Projektion 7y, ¢y ist eine surjektive lineare Abbildung mit Kernmy,y = U.



(b) Ist W ein K-Vektorraum und L: V — W eine lineare Abbildung mit U C Kern L, so existiert eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung L: V/U — W mit L = Loy y.
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Fiir die induzierte lineare Abbildung L gilt Bild L = Bild L und Kern L = (Kern L)/U.

(¢) Ist W ein Untervektorraum von V mit U C W, so gilt

(V/U)/(W/U) = V/W.



