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Mengentheoretische Topologie

Übungsblatt 1

Aufgabe 1

Es sei (X, d) ein metrischer Raum.
Definiere d1 : X × X → [0, 1[ und d2 : X × X → [0, 1] durch:

d1 (x, y) :=
d (x, y)

1 + d (x, y)
bzw. d2 (x, y) := min {1, d (x, y)} .

Zeigen Sie, dass d1 und d2 Metriken auf X sind, welche das gleiche System offener Mengen
erzeugen wie d.

Aufgabe 2

Zwei Metriken d1, d2 auf einer Menge M heißen äquivalent, wenn sie auf M dieselbe
Topologie induzieren.
Wir betrachten nun zwei metrische Räume (M1, d1) , (M2, d2) und definieren auf M1×M2:

d (x, y) := d1 (x1, y1) + d2 (x2, y2)

d′ (x, y) := max {d1 (x1, y1) , d2 (x2, y2)} ,

wobei x = (x1, x2) und y = (y1, y2).
Zeigen Sie, dass d, d′ äquivalente Metriken auf M1 × M2 sind.

Aufgabe 3

Geben Sie alle Topologien der zweielementigen Menge X = {a, b} an.

Aufgabe 4

Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengensysteme Topologien auf der jeweiligen Ober-
menge sind:

T1 = {U ⊂ R | U = ∅ oder R \ U ist endlich oder abzählbar unendlich}

T2 = {U ⊂ R | U = ∅ oder U = R oder U = [a,∞[ mit a ∈ R}
T3 = {U ⊂ [−1, 1] | 0 /∈ U oder ]−1, 1[ ⊂ U}


