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Aufgabe 20 Für f : I → R (I ein Intervall) sei der Graph G von f durch

G := {(x, f(x)) ∈ R2 : x ∈ I}

definiert.

a) Zeigen Sie, dass G ⊂ R2 abgeschlossen ist, falls f stetig ist.

b) Zeigen Sie, dass G ⊂ R2 kompakt ist, falls f stetig und I kompakt ist.

c) Finden Sie eine Funktion f und ein Intervall I, so dass G nicht abgeschlossen ist.

Aufgabe 21 Für f ∈ C1[0, 1] ist die C1-Norm durch

‖f‖C1 = max{‖f‖∞, ‖f ′‖∞}

definiert.

a) Zeigen Sie, dass durch ‖ · ‖C1 eine Norm auf C1[0, 1] definiert wird.

b) Zeigen Sie, dass eine Folge (fn) ⊂ C1[0, 1] existiert, die gleichmäßig gegen ein f 6∈
C1[0, 1] konvergiert. Ist C1[0, 1] versehen mit ‖ · ‖∞ vollständig?

c) Zeigen Sie, dass C1[0, 1] mit ‖ · ‖C1 ein vollständiger und normierter Raum ist.

Aufgabe 22 Für f ∈ C[0, 1] sei die Abbildung T : C[0, 1] → C[0, 1] durch

T (f)(x) =
1

2
x2 +

∫ x

0

(x− t)f(t)dt

definiert. Weiter sei E = {f ∈ C[0, 1] : ‖f‖∞ < 1} die offene Einheitskugel in C[0, 1].
Zeigen Sie, dass T (E) ⊂ E gilt und die Gleichung Tf = f eine eindeutige Lösung besitzt.

Aufgabe 23 Untersuchen Sie, ob für die nachfolgenden Funktionen f : R2\{(0, 0)} → R2

die Grenzwerte

lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)

existieren. Welche dieser Funktionen kann man in (0, 0) stetig ergänzen?

a)f(x, y) =
(x + y)2

x2 + (x− y)2
b)f(x, y) =

xy

x2 + y2
c)f(x, y) =

x(x2 − y2)

x2 + y2
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