Musterlosung zu Blatt 2

Gewohnliche Differentialgleichungen, Sommersemester 2008

5 Durch
h(t) = —B(h(t) — A(t)) < h(t) = —Bh(t) + B(A; — 1)

ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung gegeben. Die allgemeine Losung
lasst sich mit Hilfe einer speziellen Losung und der allgemeinen Losung der zu-
gehorigen homogenen linearen Differentialgleichung beschreiben.

Bestimme zunéchst die allgemeine Losung ho(t) der zugehorigen homogenen Diffe-
rentialgleichung. Allgemein hat eine Differentialgleichung der Form

(1) = alt) - =(t)

die Losung z(t) = Ce® mit C' € R und einer Stammfunktion A von a. Bei der
vorliegenden homogenen Differentialgleichung ist

ho(t) = Ce™ P
mit C' € R.
Eine spezielle Losung z4(t) der inhomogenen Differentialgleichung
(t) = a(t) - z(t) + b(¢)
ergibt sich durch Variation der Konstanten:
z,(t) = C(t)e® mit C(t) = b(t)e 4®
Bei der vorliegenden inhomogenen Differentialgleichung ist

C(t) = B(Ag—~t)e’, dh. C(t) = (AO — 7yt + %) e’

und somit:

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist schlielich die Sum-
me hgy + hs, also:

h(t) = Ay — At + % + Ce Pt
Fiir den Anfangswert h(0) = hq ergibt sich:

he = Adg+L+C & O = hyg—Ag—2

g g

Die Losung des Anfangswertproblems lautet also

h(t) = A(t) +a+ (hg— Ay —a) e

)

mit o : = L.

®



6 Nach 2.11 16st © = x(t) > 0 das Anfangswertproblem

T = W(z)x, z(0) = zo > 0.

a) Einsetzen der gegebenen Wachstumsrate ergibt die Bernoulli-Differentialgleichung

& = azr — bz®

2

mit a = 3. Diese lasst sich nach 2.14 durch die Substitution y := 7= in die lineare

Differentialgleichung
y = —2ay+2b

itberfithren. Deren Losungen kénnen wie in Aufgabe 5 bestimmt werden. Die homo-
gene lineare Differentialgleichung besitzt die allgemeine Lésung

Yo (t) — CvefZat

mit C' € R. Eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung ergibt sich
durch Variation der Konstanten.

C(t) = 2be* | also C(t) = 962“

a

liefert:

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung lautet somit:

b
y(t) = " + Ce™2

Durch Riicksubstitution ergibt sich wegen x > 0
1

\/ g + Ce—2at

mit C' € R als allgemeine Losung der Bernoulli-Differentialgleichung. Fiir die Losung
des Anfangswertproblems kann C' durch Einsetzen der Anfangsbedingung bestimmt
werden:

z(t) =

1 1 b
T = ———— & = -

2
bic o a

Also:

Offensichtlich gilt z(t) — \/% fiir t — oo. Fiir C' =0, d.h. 2y = \/%, ergibt sich die
stationére Losung x(t) = xo. Ist C' > 0, so ist x monoton wachsend, und ist C' < 0,
so ist & monoton fallend.

Untersuche nun die notwendige Bedingung #(t) = 0 fiir die Existenz von Wende-
punkten. Unter Verwendung der Differentialgleichung berechnet sich

i = ai —3bz® - = i(a—3bx?) = (azx — br*)(a — 3bz?)
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b)

und mit z > 0 folgt:

i(t) =0 & ) = - o oder z(t) = %
Die erste kritische Stelle tritt nur im Fall der stationdren Losung auf. Fiir die zweite
kritische Stelle ergibt sich:

a 1 20

I =7 —2at
3b by Ce2at < Q ce

Die Gleichung ldsst sich nur 16sen, falls C' > 0 ist, und weitere Umformungen ergeben

schliefllich:
P = ey
T, By T

Da & an der einzigen kritischen Stelle ¢y einen Vorzeichenwechsel hat, liegt dort eine
Wendestelle vor. Es ist zu beachten, dass to > 0 nur gilt, falls % > 1 ist.
Einsetzen der gegebenen Wachstumsrate ergibt die Differentialgleichung

T = ae x

mit getrennten Variablen. Nach Satz 2.4 148t sich die Losung des Anfangswertpro-
blems (unter Beriicksichtigung von zy > 0) wie folgt finden.

x d t
—6 = / aedr & logx —logzy = bt + a4
foits) 5 0 b

b
Daraus ergibt sich die Losung
x(t) = xo et(1=e7")

Die Funktion ist monoton wachsend, und es gilt z(t) — zgeb fiir t — oo.

Untersuche nun die notwendige Bedingung #(t) = 0 fiir die Existenz von Wende-
punkten. Unter Verwendung der Differentialgleichung berechnet sich

. _ . _ a2 _ _
= —abe Mr+ae i = —abe btx—i—(ae bt) r = ae Yz (ae bt—b)

und mit x > 0 folgt:

1
i) =0 & ae =0 & t= Elog% =: 1o

Da & an der einzigen kritischen Stelle ¢, einen Vorzeichenwechsel hat, liegt dort eine
Wendestelle vor. Es ist zu beachten, dass ty > 0 nur gilt, falls a > b ist.

Einsetzen von ¢ in die Differentialgleichung ergibt:

1 1\°
a+3a—4d> =1 < az—a—l—Z:O & (a——) =0 & a=

o(t) = % ist also eine spezielle Losung der Riccati-Differentialgleichung. Nach 2.15
ergibt sich die allgemeine Losung aus der Bernoulli-Differentialgleichung
4 1 4

u+|{—-——=- = u——ut =0 & U= -u+—u’
+( > 12 t +t2



mit u(t) := z(t) — ¢(t). Die Bernoulli-Differentialgleichung mit ov = 2 lésst sich nach
2.14 durch y := % in die lineare Differentialgleichung

iiberfithren. Deren Losungen konnen wie in Aufgabe 5 bestimmt werden. Die homo-
gene lineare Differentialgleichung besitzt die allgemeine Losung

mit C' € R. Eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung ergibt sich
durch Variation der Konstanten.

. 4
C(t) = —7 also C(t) = —4logl|t|
liefert:
4
plt) = = logli
Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung lautet somit:
c 4
t) = — — = loglt
y(t) = = - loglt
Durch Riicksubstitution ergibt sich
1 t
€ — 2 loglt] C —4log |t]
und schlief3lich
t t
x(t

) = et T2

mit C' € R als allgemeine Losung der Riccati-Differentialgleichung (auf geeigneten
Intervallen).

Wie in Beispiel 2.16 ergibt sich mit dem Potenzreihenansatz ay = x(0) = 1 und

00 00 00 k
Z kaptt—! = ¢ — Z apth — Z t* Z a;Cg—; -
k=1 k=0 k=0  j=0

Indexverschiebung bei der Reihe auf der linken Seite der Gleichung und Koeffizien-
tenvergleich liefert die Rekursionsformel

k

(]C + 1)6Lk+1 = (51€1 — Q) — Z ajak_j
§=0
fiir k € Ny. Einsetzen liefert schrittweise a; = —2, ay = % und as = —%.
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