Musterlosung zu Blatt 3

Gewohnliche Differentialgleichungen, Sommersemester 2008

9 Die Differentialgleichung

(2t + x — 3)?
(2t 4 4)?

lasst sich mit der Transformation von 2.13 ¢) in eine homogene Differentialgleichung
umformen. Das zugehorige lineare Gleichungssystem

2W+x = 3
2t = 4

hat die eindeutig bestimmte Losung tg = —2, 2o =7, und mit 7 :=t+4+2, { == —7
ergibt sich die Differentialgleichung

¢ 1 &)’

Nach 2.13 b) ldsst sich die homogene Differentialgleichung mit der Substitution

_ &)
du 1 1+u2
dr 1 4

u(7) := =~ in
transformieren. Die Losungen dieser Differentialgleichung mit getrennten Variablen
ergeben sich aus

d d ~
/—u2 = /—T & 2arctan% = log|7|+C
1+(3) ’

" u(T) = 2tan (log VTl + C)
mit C' € R. Riicksubstitution ergibt schlieflich:
z(t) = 2(t+ 2)tan (log VIt + 2+ C> +7
Einsetzen der Anfangsbedingung z(—1) = 7 liefert
tanC =0 & (C = kn

mit k € Z. Die Funktionswerte sind fiir alle £ € Z identisch. Wéhle also C' = 0.
Dann lautet die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems

x(t) = 2(t+2)tan (log Vi+ 2) +7

auf dem (maximalen) Definitionsintervall (e™™ — 2, €™ — 2) um ¢t = —1.
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Die Differentialgleichung

{ 3t + 2t
ir= — "
x—t2+1

lisst sich mit der Substitution u := z — ¢?> + 1 in die Differentialgleichung

du 3t?
dt

mit getrennten Variablen iiberfithren. Deren Losungen ergeben sich aus
u? ~
/udu = /Btzdt & 5 = '+ C

wegen u > 0 als

u(t) = V2t +C

und nach Riicksubstitution

z(t) = V2B +C+t2 -1

mit C € R fur ¢t > ,3/—%.

Bemerkung: () ist eine Fliiche, die von der Parabel ¢ — t? — 1 berandet wird. Die
Graphen der Losungen der Differentialgleichung laufen in €2 ,von Rand zu Rand“:

¢/—C< und x(t) — oo fiir t — oo.

es gilt z(t) — t? — 1 fiir t — 5

Fir n € N seien

n n n+1
(n) ._ L 1 1 (n) ._ 1
A= w2 gt gy W g

k=1 k=1 k=1

und 1™ = [xgn), :Bén)>. Definiere die Funktion Z(™ : [1,00) — R durch

ZMW(z) = 1—(2n+2) ‘x — xgn)‘ 1y ()

fiir x € [1,00) und

7 = ZZ(”) .

k=1
Z ist nach Konstruktion beschriankt und wegen

lim Z(z) = 0 = Z(z{")

xﬂxén) B

stetig. Z ist auch lokal Lipschitz-stetig, denn fiir z,y € 1™ gilt

und sogar Gleichheit, falls z,y € [1;5"), xg")} oder z,y € [a:é"), xé")> ist. Die Unglei-

chung ist offensichtlich auch fiir z,y € [1, xén)> erfiillt.
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Z ist nicht global Lipschitz-stetig, denn wegen der erwdhnten Gleichheit auf be-
stimmten Intervallen miisste eine Lipschitz-Konstante L > 0, fiir die

|Z(z) = Z(y)| < L]z —y

fiir alle z € [1, 00) richtig ist,
1

<
- 2n+2
fiir alle n € N erfiillen, was nicht moglich ist.

Abrunden der Ecken in der angegebenen Konstruktion liefert ein differenzierbares
Beispiel. Es lassen sich aber auch explizite differenzierbare Funktionen mit den ge-
forderten Eigenschaften finden, zum Beispiel sin (e®). Auch die Funktion sin(z?) ist
ein Beispiel. Sie taucht in Aufgabe 13 wieder auf!

12 a) Definiere w(z,y) := (z%y, —2y*)T. Dann ist w orthogonal zu v, und falls ein Potential
zu w existiert, so ist dieses ein erstes Integral des Systems (&, 9)? = v(z,y). Wegen

aywl(x,y) = $2 7é 0 = azw2(x7y)

(fiir = # 0) ist w nicht wirbelfrei und besitzt daher kein Potential. Versuche daher,
einen Eulerschen Multiplikator A zu bestimmen, so dass h - w wirbelfrei ist.

1. Versuch: h = h(x)

Es ist
9y (h(x)wi(z,y)) = 9, (z°yh(x)) = 2*h(z)
und

Os(h(z)wa(2,y)) = 0u(=2y"h(z)) = —2y°h(x).

Dann liefert
By (h(@)wi(x,y)) = u(h(x)wsy(x,y)) &  a*h(x) = —24°N (x)

keine Differentialgleichung, die nur von x abhéngt.
2. Versuch: h = h(y)

Es ist
Oy (h(y)wi(z,y)) = 8,(z%yh(y)) = 2*(h(y) + yh'(y))

und
Ou(h(y)wa(z,y)) = 9u(—2¢7h(y)) = 0.
Dann ist die Differentialgleichung
Oy (h(y)wi(z,y)) = Ou(h(y)wa(z,y)) & 2*(h(y) +yh'(y)) = 0
& hy) +yh'(y) = 0

& W) = —§h<y>

eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung in y. Diese hat die
Losung h(y) = Zl/



b)

Definiere also w := h - w. Dann ist w wirbelfrei und besitzt somit ein Potential g
auf R?. Wegen 0,g = w; ist

23
say) = [*ds = T4 Cl).

und mit d,g = w, folgt daraus
C'(y) = 2y, dh. C(y) = —y*

liefert ein Potential

$3

9(wy) = 7 - y?

von w. Die Loésungen des Differentialgleichungssystems (i,9)7 = v(z,y) erfiillen
g(x,y) = C mit C € R.

Bemerkung: Ein Potential g ldsst sich hier auch problemlos mit der Formel

wmnzﬁwmmMmmw

(siehe Beweis von Satz 53.11, Analysis III) berechnen. Der gewihlte Losungsweg
fithrt manchmal auch zum Erfolg, wenn das Integral der obigen Formel nicht aus-
gerechnet werden kann.

Definiere w(z,y) := (—3 —zy?, 2%y +1>)T. Dann ist w orthogonal zu v, und falls ein
Potential zu w existiert, so ist dieses ein erstes Integral des Systems (&, 9)” = v(z,y).
Wegen

Oywi(x,y) = —2xy # 2xy = Oywa(x,y)
(fiir z,y # 0) ist w nicht wirbelfrei und besitzt daher kein Potential. Bestimme einen
Eulerschen Multiplikator h = h(2? + y?), so dass h - w wirbelfrei ist. Es gilt

Oy(h(2? + yP)wi(z,y)) = 0Oy((—2° —zy®)h(2® +y?))
= “h(a® +y7) + (=2 —ay?) 20 (2% + )
und
Oy (h(@® + g wa(z,y)) = u((2®y +y*)h(z® +y?))
= 2ayh(z? + %) + (2%y +9°) - 22K/ (2 + 7).

Gleichsetzen der beiden Ableitungen fithrt auf

1
doy(2®+y* )W (P +y°) = —dayh(P+y°) & (@ +y7) = oy h(a®+y?)

(fiir xy # 0) und somit auf die homogene lineare Differentialgleichung
1

in t = 2 +y?. Diese hat die Losung h(t) = 1, also h(2* +y?) = ——. Definiere also

x2+y2 .
W := h - w. Dann ist w wirbelfrei und besitzt somit ein Potential g auf R%. Wegen
axg = 151 ist

o) = [(=a)ds =~ +Clw),



und mit 0,9 = w, folgt daraus

liefert ein Potential

g(w,y) =

von w. Die Losungen des Differentialgleichungssystems (i,4)7 = v(z,y) erfiillen
g(xz,y) = C mit C € R.

Sawo



