Musterlosung zu Blatt 5

Gewohnliche Differentialgleichungen, Sommersemester 2008

17 Nach 6.2 ¢) der Vorlesung ldsst sich das Alter des Universums bei gegebenem oy =
% > (0 mit folgender Formel berechnen.

/ ! /1 i d
= — S
0 Ho 0 (1—0'0)S+O'O

Im Folgenden sei 0y # 1 (der Fall op = 1 wird am Ende von 6.2 ¢) betrachtet).

Substituiere
S
U = .
\/(1 — 00)s + 09

Dann ist

O'[)u2

S =
1-— (1 — 00)“2

und

du (1 —(1—o09)u?)?

ds 200U

und es folgt
2 ! 2 2 "T—(1—op)u?—1
tozﬂ/ Y oy du = 0 / ( 00)u22du
Ho Jo (1= (1—o00)u?) Ho(oo —1) Jo (1= (1 —00)u?)
(,Null addieren®), also:

1. Fall: 09 < 1
Substituiere v := /1 — g¢ u. Mit j—z = /1 — o folgt:

.o 200 vi=ao 1 1 J
0= 3 1022 1—_u2/)%
Hy(1 —09)2 Jo (1—2?) v

Wegen
1 1/ 1 N 1
1—v2  2\1—-v 14w
und
1 101 N 1 N 1 N 1
(1—v2)2  4\1-v 14v (1-v)?2 (1+v)?
st
1 11 1 N 1 1 1
(1—v2)2 1—-92 4\(1-v)2 (1+v)2 1-v 1+v
und somit:
o0 1 1 } 100
to = - +log(1 —v) — log(1l +wv
"= Il — o) L—v T3 T los(l —v) —log( )O

1
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Dies ergibt schliellich:

. ol l 2v +1g1—v}“100
= (0)
L 2H(1—op)f [1—0? T T 140l

1 1 oy 1—\/1—0'0

= + lo
HO <1—O'0 2(1—0‘0)% g1+\/1—0'0>

Fiir 05 = 0,5 ist

[e=]

V2 1 1
to = | 2+ “log(3 —2v2) | - ~ 0,7535 - — .

Hy 0
2. Fall: 09 > 1
Substituiere v := /oo — 1 u. Mit Z—Z = /oo — 1 folgt:

200 Vool 1 1
tg = ———— = — 5 | dv
H0(0'0—1)§ 0 1+U (1+U )

Wegen
1 1 v
mdv = 5 1—|—’U2 —I—arctanv
ist
" 1 oy [ " (% :| o0~1
= — .| ———— |arctanv —
" Hy \(op- 1)} L+,
und somit:
1 1
to = — - LB arctan+/og — 1 —
Hy (oo —1)2 op— 1

Fiir og = 2 ist . |
to = (5—1)-— ~ 0,57 — .

Der Energiesatz fiir die Bewegungsgleichung mit Potential U lautet
E = % %+ Ulz)

mit Anfangsbedingungen z(0) = R > 0 und #(0) = vy > 0.

Hier ist

axr

m . _ .
E = Eﬁ—cme mit o, c,m > 0.

Wie in 6.1 b) folgt, dass £ = 0 die minimale Energie ist, fiir die z(t) unbeschrankt

ist. Damit ergibt sich fiir die Fluchtgeschwindigkeit vp:

m _
Ev%—cme =0 & wvp = V2eeoR



b)

1. Vo = VpF.

Dann ist £ = 0, und nach 5.3 lautet die Losung der Bewegungsgleichung:

e28d¢

e [ A

Das Integral lésst sich leicht berechnen, und es ergibt sich:

o(t)
. };Vﬂg Y _ };Vﬂ§<e§¢@)__egﬂ>
(6% C R (6% C

Umformen der Gleichung liefert schliellich:

2 a
o(t) = alog(a\/gt—i-w )
2. v9g > VE:

Dann ist £ > 0, und wie in 6.1 d) folgt

) 2F
T > Voo = — >0
m

und x — vy, fiir t — co. Desweiteren gilt

t t
o)~ R = /x'(t)dt > /voodt I
0 0

und somit:
x(t) > R+vy-t

3. vg < VE:

Dann ist £ < 0, und wie in 6.1 f) folgt die Existenz eines Maximums xz;, fiir das
gilt:
-F
E = —cme ™™™ & 1 = —— log—
o cm
Bemerkung: In den beiden Fillen mit vy # vp ist die Berechnung der in (5.7)

vorkommenden Integrale elementar méglich aber sehr langwierig.
Hier ist

—Qxr

m . e .
E = ExZ—cm mit o, ¢, m > 0.
x

Wie in 6.1 b) folgt, dass £ = 0 die minimale Energie ist, fiir die z(¢) unbeschrankt
ist. Damit ergibt sich fiir die Fluchtgeschwindigkeit vp:

—aR —aR
m o e e @
— Uy —Ccm =0 < wvp = 2c
2 F R R

1. vg = vF:

Dann ist £ = 0, und nach 5.3 lautet die Losung der Bewegungsgleichung:

e(t) d¢ e e 1 e(t) o
e T eem ke
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Leider ist das verbleibende Integral nicht elementar losbar.

2. vg > VF:

Dann ist £ > 0, und es folgen die entsprechenden Aussagen wie in Teil a).

3. vy < VF:
Dann ist £ < 0, und wie in 6.1 f) folgt die Existenz eines Maximums z, fiir das
gilt:
e—OtJfl
E = —cm
T1

Leider lasst sich diese Gleichung nicht nach z; auflosen.
ohne Durchfiithrung

Eine Ellipse lésst sich parametrisieren durch

acost .
x(t) = ( bsin ¢ > fir t € [0, 2m)

mit a > b > 0. Ist e := v/a? — b? die Exzentritit, so liegen die beiden Brennpunkte

in (+e,0)”, und fiir ¢ € [0, 27) gilt:

l2(8) = (=€, 0)" |2 + [l=(t) — (e, 0)" 2

=  Va2cos2t +2acost Va2 — b2 + a2 — b2 + b2sin? ¢
+\/a20082t— 2acost Va2 — b2 4 a2 — b2 4 b2sin? t

=  Va2cos?t + 2acost a2 — b2+ a2 — b2 cos? t
+\/a2(:os2t — 2acostva?—b*>+ a? — b?cos?t

= \/(a2—b2)coszt+2acost\/a2—b2+a2
—1—\/(a2 — b%) cos?t — 2acostva? — b? + a?

= \/(\/a2—62cost+a)2+\/(\/@2—b2cost—a)2
= |Va? —b%cost+ al + [vVa? — b?cost — al
= Va? —b*cost+a+a—+va*—b*cost

= 2a

Sawo



