Musterlosung zu Blatt 7

Gewohnliche Differentialgleichungen, Sommersemester 2008

25 Die Menge {f, | n € N} der Folgeglieder ist wegen sup{||fu|lsup | 7 € N} < 00

26 a)

b)

beschrankt und wegen sup{||f}||sup | » € N} < 0o gleichstetig (siche Beispiel 8.3).
Da zudem Cla, b] (mit der Supremumsnorm) vollstindig ist, besitzt (f,,) nach dem
Satz von Arzela-Ascoli eine gleichméBig konvergente Teilfolge ( f,,0). Die Folge (f}, )
der ersten Ableitungen ist nach der gleichen Argumentation ebenfalls beschrankt
und gleichstetig, und auch C'[a, ] ist vollstindig. Also besitzt (f,o) und damit
auch (f,) eine Teilfolge (f,1), so dass die Teilfolge und deren erste Ableitungen
jeweils gleichméBig konvergieren. So ldsst sich schrittweise eine Teilfolge (f, ;) von
(fn) konstruieren, so dass die Folgen ( fé{?) der k-ten Ableitungen fir 0 < k < j
gleichméBig konvergieren. Die Diagonalfolge (f) := (f,.,») hat dann die gewiinschte
Eigenschaft (vgl. Beweis zu Lemma 8.5).

Der Ansatz
z(t) = acos(at) + bsin(at)

mit Ableitungen
(t) = —aasin(at) + abcos(at)

und
i(t) = —a’acos(at) — a’bsin(at)

liefert nach Einsetzen in die Differentialgleichung das lineare Gleichungssystem
(25 —a?)a + 6ab = 1
—6aa + (256—a*)b = 0
(da cos(at), sin(at) linear unabhéingig sind) mit Losung:

25 — (§167

b —
(25 — a?)? + 36a?% ’ (25 — a?)? + 3602

Eine spezielle Losung der Differentialgleichung lautet also:

25 — (16

f) = /
Vo) = Gr—azr 1 asaz O+ @5 = 1 360

sin(at)

Die homogene lineare Differentialgleichung hat konstante Koeffizienten. Die Null-
stellen des charakterischen Polynoms sind:

MN4+6A+25 =0 < XN = —3+4i

Ein reelles Fundamentalsystem ist also gegeben durch ¢;(t) = e~ 3 cos(4t) und
©o(t) = et sin(4t). Die zugehorige Wronski-Determinante ist nach 9.14 (mit 7 := 0)

W(t) = W(0)e Job4 = W(o)e



Eine spezielle Losung vy der inhomogenen Gleichung ergibt sich durch Variation der
Konstanten. Nach Folgerung 9.16 gilt:

YRy . p1(s) ei(t) o) ds
wnlt) = /o Wi ( eals) palt) ) e

Mit
—3s -3t
det p1(s) wu(t) ~oael € 0?8(45) e Cf)S(4t)
Pa(s) pa(t) e 3 sin(4s) e sin(4t)
= ¢ 36%) cos(4s) sin(4t) — sin(4s) cos(4t)
= e 36 gin(4(t — 5))
folgt: t
ho(t) = i/ 26D sin(4(t — s5)) cos(as) ds
0

Mit der trigonometrischen Formel

sin Bcosy = % (sin(5 + ) +sin(B — 7))

lasst sich dieses Integral auf die Berechnung von
t
/ eV sin(4(t — s) + as) ds
0

zuriickfithren. Ist o = 4, so ergibt sich unmittelbar:

t 1 t 1
/ 3=t sin(4t) ds = 3 e3(s—1t) sin(4t)| = 3 (1-— e_?’t) sin(4t)
o 0

Ist +a # 4, so liefert zweimalige partielle Integration das folgende Ergebnis.

t
/ D sin(4(t — s) £ as) ds
0

eB(s—t) ¢
— e (3sin(4(t — s) £ as) + (4 £ a) cos(4(t — s) £ as)) 0

Einsetzen der Grenze s = 0 ergibt offensichtlich eine Losung der homogenen Glei-
chung, die als Summand der speziellen Losung weggelassen werden kann, damit
leztere einfacher wird. Wird dies getan, so ergibt sich schliellich dieselbe spezielle
Losung 1y wie in Teil a).

Bemerkung: Wie dieses Beispiel zeigt, ist die Berechnung einer speziellen Losung
mittels Variation der Konstanten héufig recht aufwendig, wohingegen ein geeigneter
Ansatz manchmal schneller eine Losung liefert.

Ist b = 0, so ist ¢(t) = t + 1 offensichtlich die eindeutig bestimmte Losung des
Anfangswertproblems. Ist b beliebig (mit den geforderten Eigenschaften), so gilt fiir
die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems p(t) > ¢ + 1 fiir ¢ > 0,
was sich wie folgt zeigen léasst.



28

Ist p(t) > 0 fiir alle t > 0, so folgt die Behauptung unmittelbar aus der Tatsache,
dass ¢ wegen @(t) = b(t) p(t) > 0 fiir alle ¢ > 0 konvex ist.

Annahme: 3t; > 0: ¢(t;) <0

Da ¢ stetig ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle ¢y, und diese
ldsst sich minimal wihlen. Dann folgt wie oben, dass ¢ konvex auf [0, o] ist mit

ot) > t+1 > 1

fir alle t € [0, ty]. Widerspruch!

Somit folgt
p(t) > t+1 — oo

fir t — o0.

Das homogene lineare Differentialgleichungssystem

X:( 1>X

besitzt die nicht triviale Losung

t
w):(_l),

wie sich leicht nachrechnen lasst. Der Ansatz

a(t) = a()p) +y(t)

mit einer skalaren Funktion a und y = (0, y2)7 liefert:
0 | 0 [t Yo — Gt
. = - - .
() 1 Yo -1 Yo+

Dies ist dquivalent zu:
1
o = % und @ = (1—|—¥)y2

= N

= N

Die homogene lineare Differentialgleichung in y, besitzt y, = te' als Losung, und
daraus ergibt sich o = ¢'. Schliefilich ist

ot 0 B te!
pl) = e —1 - tet )\ (=1

eine Losung des homogenen Differentialgleichungssystems, die ¢ zu einem Funda-
mentalsystem ergénzt.

Eine spezielle Losung des inhomogenen Systems ergibt sich durch Variation der
Konstanten. Das Fundamentalsystem

( t tet )
o —
-1 (t—1)¢

3



hat

1_1 _1

— t t2 t
o =

1 1

t2et tet

als Inverses, und nach Satz 9.9 ist eine Losung des inhomogenen Systems gegeben
durch:

Yo(l) = <I>/<I>1(t) b(t) dt

Y 1

() b(t) = ( 1 1 > ( 1—2t> - ( —2€_t>
_ t tet t _ £+ 2t
Yo(t) = 1 (t—1)et 2t | t—2

Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems lautet also

B 2+ 2t t tet 1
=) = ( t—2 >+<—1 (t —1)et ¢

ergibt sich:

mit cq,co € R.

Sawo



