Musterlosung zu Blatt 9

Gewohnliche Differentialgleichungen, Sommersemester 2008

33 a)

b)

34

Annahme: Die Nullstellen von ¢ besitzen einen Haufungspunkt .
Dann existiert eine Folge (¢;) von Nullstellen mit 5 # ¢, fiir alle £ € N und ¢, — ¢
fiir k — oo. Da ¢ stetig ist, ist auch ¢y Nullstelle, und fiir die Ableitung von ¢ gilt:

: . p(tr) — p(to)
to) = lim AL 70/
plto) = lim PR—

=0

Dann ist aber (¢(tg), p(to))? der Nullvektor, und nach Satz 9.2 kann (¢, )7 kein
Element eines Fundamentalsystems des zur Differentialgleichung gehorigen Systems
seien. Widerspruch!

Also hat ¢ hochstens isolierte Nullstellen.
Annahme: ¢(7) =0
Dann gilt fiir die Wronski-Determinante

TR
Wi = dt(sb(T) zz)m) 0.

und nach Bemerkung 9.7 verschwindet W (¢) identisch. Widerspruch!

Also ist () # 0.

Nach Teil a) kénnen 71,7, o.E. als aufeinanderfolgend angenommen werden, d.h.
in (71, 72) liegen keine weiteren Nullstellen von . Nach Bemerkung 9.7 ist die zum

Fundamentalsystem gehorige Wronski-Determinante stets positiv oder stets negativ.
Sei also zum Beispiel

fir alle t € I. Es ist somit
W) = —o(m)v(r) < 0

fiir k = 1, 2. Insbesondere sind ¢(71), ¢(72), ¥(71), ¥(72) alle von Null verschieden.

Ist nun zum Beispiel ¢(71) > 0, so muss ¢(73) < 0 gelten, denn andernfalls wire ¢ ein
Stiick rechts von 7 positiv und ein Stiick links von 75 negativ, d.h. ¢ beséfle nach dem
Zwischenwertsatz eine Nullstelle in (7, 72) — im Widerspruch zur Voraussetzung. Es
folgt dann ¥ (71) < 0 und ¥ (72) > 0, und nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein
7 € (1, 72) mit ¢¥(7) = 0.

In allen anderen Féllen lasst sich die Behauptung véllig analog zeigen.

Bemerkung: Die drei Aussagen iiber die Nullstellen von ¢ und % sind auch unter
dem Namen Sturmscher Trennungssatz bekannt.

»a) < b)«:

Mit der pg-Formel ergibt sich aus der Faktorisierung

p(x) =0 & r=—-a V x:—gﬂ:\/ﬁ



35 a)

mit D := ; —q. Ist D < 0 (und insbesondere ¢ > 0), so sind die Realteile der Null-
stellen gegeben durch —a und —£, und die behauptete Aquivalenz ist offensichtlich.
Ist D > 0, so sind alle drei Nullstellen reell, und die Behauptung folgt aus:

q>0 < VD < M & —g:l:\/ﬁ beide negativ, falls p > 0

2
»b) & c)“:
Ausmultiplizieren der Faktorisierung und Koeffizientenvergleich ergibt:
apg = aq, ap = ap+gq, az = a+p
Gilt nun a > 0, p > 0 und ¢ > 0, so ist offensichtlich ag > 0, a > 0 und auch
ajay —ag = a’p+ap® +pg > 0.

Sind umgekehrt ag > 0, as > 0 und ayas — ag > 0, so ist offensichtlich auch a; > 0,
und es gelten die folgenden vier Ungleichungen.

ap = aqg > 0, ag = ap+q >0, az = a+p >0
und
ajay —ag = pla* +ap+q) > 0.

Aus der ersten Ungleichung folgt unmittelbar, dass a und ¢ dasselbe Vorzeichen
haben. Die Annahme, dass beide negativ sind, fithrt im Falle p > 0 mit der zweiten
und im Falle p < 0 mit der dritten Ungleichung zum Widerspruch. Also gilt o > 0
und ¢ > 0. Damit folgt aus der vierten Ungleichung (unter Beriicksichtigung der
zweiten), dass auch p > 0 ist.

Bemerkung: ,a) < ¢)“ ist das Routh-Hurwitz-Kriterium fiir n = 3 (siehe 13.6).

Es sei r > d. Einsetzen von

T r—1
p(t) = Zpktk mit (t) = Z<k+1)pk+1tk
k=0 k=0

in (x) liefert:
r—1

T d
> (k+ Dpeat® = D Bpt" + > it
k=0 k=0

k=0
Da B regulér ist, folgt fiir £ > d aus der Gleichung

unmittelbar pi, = 0 und fiir £ = d aus
0 = Bpa+qa

unmittelbar

pa = —B7'qq # 0
d.h. das Polynom ¢ hat den Grad d. Die Koeffizienten pj lassen sich nun fiir £ =
d—1,...,0 rekursiv als

o = B (k+ Dprs1 — )

bestimmen und sind eindeutig.



b) Betrachte zunichst den Fall o(B) = {0}. Mit r := p(B;0) gilt dann B" = 0. Der

Ansatz von Teil a) liefert nun die folgenden Gleichungen.

p1 = Bpo+qo
2ps = Bpi+q@ = B*po+ Bgo+ ¢

(d4+ Vpay1 = Bpo+ Blgy+ ...+ Bga—1 + qa

(d+7)payr = BP"py+ B lgy+ ...+ B lqy
(d+ 7+ 1)pgerpr = B py+B% g+ ...+ Bgq = 0

Also ist pgir4+1 = 0, und zu jedem py, € C" gibt es eine Polynomlésung vom Grad
< d+r. (Diese miissen natiirlich nicht paarweise verschieden sein, wie der Fall B = 0

deutlich macht.)

Der allgemeine Fall lisst sich auf obigen Fall und Teil a) mittels der Zerlegung von
C" in die direkte Summe der Hauptraume V(B; ;) zuriickfithren. Da B singulér
ist, existieren in jedem Fall mehrere Polynomlosungen, deren Grad durch d+p(B;0)

abgeschétzt werden kann.

36 Ableiten beider Seiten der Gleichung z = Qy ergibt:
&= Qy+Qy
Einsetzen in (x) liefert dann
Qu+Qy = Az +b,
und Auflésen nach g ergibt daraus:
g = Q (Ar+b-Qy) = QN (AQ-Qy +c
Ableiten beider Seiten der Gleichung Q = ®e~P? ergibt:
Q = e B —de BB = AQ — QB
Einsetzen liefert schliellich
y = Q' (@B)+c = B+c

und damit die Behauptung.

Sawo



