Musterlosung zu Blatt 10

Gewohnliche Differentialgleichungen, Sommersemester 2008

37 Es sei ¢ eine Losung der Differentialgleichung mit Fourier-Entwicklung

o(t) = ao+ Z(ak cos(kt) + by sin(kt))
k=1

mit ag, b, € R. In der Fourierentwicklung von

|sint| = $ao+ » (aycos(kt)+ by sin(kt))
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ist l;;; = 0 fiir alle k£ € N, da die Funktion gerade ist, und desweiteren fiir k£ ungerade

T
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ar = —/ |sint| cos(kt)dt = 0,
m

™

da der Integrand eine ungerade Funktion ist. Sei nun k > 2 gerade. Es ist

- 1 [" 2 [7
ar = —/ | sint| cos(kt) dt = —/ sint cos(kt) dt .
™ 0

- s

Zweimalige partielle Integration liefert
/ sin t cos(kt) dt
0

= —costcos(kt)

—k‘/ costsin(kt) dt
0 0

= (cos(km)+1)—k (Sintsin(kt) - k/ sint cos(kt) dt)
0 0

= 2+k2/ sint cos(kt) dt
0

und damit:

2

int kt)dt = ——
/0 sint cos(kt) T2

Insgesamt ergibt sich:

{ 0 falls k£ ungerade

% . 1_2k2 falls k gerade
Also ist
cos 2nt
- 2 4
|sint| = Z 1

Die Reihe konvergiert offensichtlich absolut und gleichméfig.



38

Ableiten von ¢ ergibt
= 3 (kby cos(kt) — kay sin(kt))
k=1

und
oo

B(t) = > (—kaxcos(kt) — kb sin(kt)) .
k=1
Einsetzen der Fourier-Entwicklungen in die Differentialgleichung und Koeffizienten-
vergleich liefert schlieflich ein lineares Gleichungssystem. Ist k ungerade, so lautet
dieses:
(W? = k%) ap + 2pk by, =
—2pka,  + (W —Kk)b =
Da die zugehorige Matrix offenbar positive Determinante hat, ist die Losung ein-
deutig bestimmt, und es ist a; = b, = 0.

0
0

Fiir £ = 0 ergibt der Koeffizientenvergleich %ao Ist nun £ > 2 und gerade, so

TI'U.)2
ist das lineare Gleichungssystem inhomogen:
(W? — k%) ap + 2pk by, = (1_4;32)7r
—2pka,  + (W —Kk)b = 0
Die eindeutig bestimmte Losung lautet:
4(w? — kEHA 8pkA

R (R ) e vy ey R SRy e [ ey ) PR Ty

Bemerkung: Da die obige Losung der inhomogenen Differentialgleichung eindeutig
bestimmt ist, kann die zugehorige homogene Differentialgleichung keine (nicht tri-
vialen) 2m-periodischen Losungen besitzen. Dies ldsst sich auch mit den Methoden
von 12.6 iiberpriifen.

1. Fall: a =3=0

Dann sind alle Punkte von R kritisch, und somit ist natiirlich jeder Punkt stabil,
aber nicht asymptotisch stabil.

2. Fall: a =0und 3 #0

In diesem Fall ist xyp = 0 der einzige kritische Punkt. Die Differentialgleichung hat
getrennte Variablen, und die Losungen des AWP mit z(0) = ¢ lassen sich wie folgt
berechnen.

dx 3 “dp t 1 1
B i d -+ = = Bt
o Bz & /g pe /Dﬂ T S x2+ 5 3

und somit: .
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Ist nun B < 0, so ist die maximale Losung auf (— oo) definiert mit z(t) — 0

1
5_527
fiir t — oo, d.h. der Nullpunkt ist asymptotisch stabil.
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39 a)

b)

Ist aber B > 0, so ist die maximale Losung auf (—oo, %) definiert mit z(t) — +oo

fiir t — 5%52, d.h. der Nullpunkt ist instabil.

3. Fall: « #0 und =0
Dieser Fall ist identisch mit dem 2. Fall fiir 3 = 1.

4. Fall: « 20 und 5 #0

Stabilitétsaussagen lassen sich hier durch Linearisierung (13.7) aus dem Vorzeichen
von v'(zg) ableiten.

Haben « und 3 das gleiche Vorzeichen, so ist der Nullpunkt die einzige kritische
Stelle. Es ist v/(0) = «, und somit ist der Nullpunkt nach dem Satz von Poin-
caré-Ljapunov (13.8) asymptotisch stabil, falls a < 0 ist, und nach dem Satz von
Hartmann (13.10) und Bemerkung 11.9 instabil, falls o > 0 ist.

Haben o und ( unterschiedliches Vorzeichen, so existieren zwei weitere kritische

Stellen. Diese erfiillen x§ = —§, und es ist v'(z9) = o + 3627 = —2a. Somit sind

beide Punkte nach dem Satz von Poincaré-Ljapunov (13.8) asymptotisch stabil, falls
a > 0 ist, und beide nach dem Satz von Hartmann (13.10) und Bemerkung 11.9

instabil, falls o < 0 ist.

Die kritischen Punkte sind hier der Nullpunkt und (1,1)7. Stabilititsaussagen las-
sen sich mit den Sédtzen 13.8 und 13.10 durch Linearisierung (13.7) treffen. Die

Funktionalmatrix ist
-1 2
A = Du(z,y) = ( 9 —yl )

Fiir den Nullpunkt ist sie
-1 0
DU(()aO) - ( 0 _1)7

d.h. der Nullpunkt ist nach dem Satz von Poincaré-Ljapunov (13.8) ein Attraktor,
da s(A) < 0 ist.

Fiir (1,1)7 besitzt die Funktionalmatrix

Du(1,1) = (_21 _21)

mit charkteristischem Polynom

—1-A 2
det( 5 _1_/\) = N4+220-3 = A+3)(A-1)

die Eigenwerte —3 und +1, d.h. dieser Punkt ist nach dem Satz von Hartmann
(13.10) und Bemerkung 11.9 instabil.

Die angegebene Funktion L ist eine Ljapunov-Funktion fiir den Nullpunkt, denn
dieser ist offensichtlich ein isoliertes Minimum von L, und es gilt

Oy L(z,y) = (grad L(x,y),v(x,y)) = —8ziyt <0

fir alle (z,y) € R2% Nach Theorem 14.5 ist der Nullpunkt somit stabil. Er ist
allerdings nicht asymptotisch stabil, also kein Attraktor, da alle Punkte der Form
(,0) mit x € R und (0,y) mit y € R stationédre Losungen liefern.
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40 Beachte zunéchst, dass wegen der Schiefsymmetrie von B fiir alle z € R"
2"Br = (2"Bx)" = 2"B"r = —2"Bx
gilt, also 27 Bz = 0. Damit folgt:

O,L(x) = (grad L(x),v(z,y)) = 2(z’ Az + 27 y(x))

Suche nun Bedingungen, unter denen L eine Ljapunov-Funktion fiir den Nullpunkt
ist. Natiirlich hat L im Nullpunkt ein isoliertes Minimum.

1. Moglichkeit:
Gilt
rPAz < 0 und 27y(z) <0

auf einer Umgebung des Nullpunkts, so ist der Nullpunkt nach Theorem 14.5 stabil.
Gilt fiir einen der beiden Summanden sogar ,,<“ fiir x # 0, so ist der Nullpunkt
asymptotisch stabil. Gilt jeweils ,,>* fiir x # 0, so ist der Nullpunkt instabil.

2. Moglichkeit:

Es gelte v(z) = o(|z|) fiir x — 0. Existiert dann ein « > 0, so dass 27 Az < —a|z|?
auf einer Umgebung des Nullpunkts gilt, so ist der Nullpunkt asymptotisch stabil,
da sich wegen z7v(z) = o(|z]?) fiir + — 0 eine Umgebung des Nullpunkts finden
lasst, auf der L eine Ljapunov-Funktion ist.

Ist dagegen 27 Az > a|z|? auf einer Umgebung des Nullpunkts, so folgt entspre-
chend, dass der Nullpunkt instabil ist.

Sawo



