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Aufgabe 41: Es seien v ∈ C1(D,Rn), x0 ∈ D mit v(x0) = 0 und U ⊆ D eine Umgebung
von x0. Es gebe L ∈ C1(U,R) mit L(x0) = 0, so dass L in x0 kein lokales Maximum hat,
sowie λ > 0 mit DvL(x) ≥ λL(x) für alle x ∈ U . Dann ist die stationäre Lösung x0 von
ẋ = v(x) instabil.

Hinweis: Für f(t) = L(ϕξ(t)) gilt ḟ(t) ≥ λf(t).

Aufgabe 42: Es seien v ∈ C1(D,Rn), x0 ∈ D mit v(x0) = 0 und A = Dv(x0). Ist
s(A) > 0, so ist x0 instabil.

Anleitung: Betrachten Sie die Zerlegung Cn = V1 ⊕ V2 mit

V1 =
⊕

Re µk > 0

V (A; µk) und V2 =
⊕

Re µk ≤ 0

V (A; µk) .

Definieren Sie wie in 14.7 der Vorlesung Skalarprodukte 〈·|·〉j (mit zugehörigen Normen
‖ · ‖j) für j = 1, 2, so dass

〈Ax1 |x1〉1 = 1
2
|x1|2 ≥ λ ‖x1‖2

1

für alle x1 ∈ V1 und
〈Ax2 − εx2 |x2〉2 = −1

2
|x2|2

für alle x2 ∈ V2 gilt. Wählen Sie ε = λ
2

und verwenden Sie Aufgabe 41 mit

L(x1 ⊕ x2) = 〈x1 |x1〉1 − 〈x2 |x2〉2 .

Aufgabe 43: Gegeben sei das Lorenz-System

ẋ = −σx + σy
ẏ = −xz + rx− y
ż = xy − bz

mit σ, r, b > 0.

a) Berechnen Sie die kritischen Punkte von v für 0 < r ≤ 1 und für r > 1.

b) Zeigen Sie, dass der Nullpunkt für r > 1 instabil und für 0 < r < 1 ein Attraktor,
sogar ein globaler Attraktor ist.

Hinweis: Verwenden Sie die Ljapunov-Funktion L(x, y, z) = 1
2

(
1
σ
x2 + y2 + z2

)
.

c) Zeigen Sie, dass die Linearisierungen in den beiden von Null verschiedenen kritischen
Punkten die gleichen Eigenwerte haben. Zeigen Sie asymptotische Stabilität für
r > 1 und b + 1 ≥ σ.

d) Nun sei b + 1 < σ. Für welche r sind die beiden von Null verschiedenen stationären
Lösungen asymptotisch stabil bzw. instabil?


