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Gewohnliche Differentialgleichungen, Sommersemester 2008

44 Nach Satz 2.4 lisst sich ¢ mit Hilfe der Funktionen F und G als ¢ = G~}

45 a)
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darstellen. Es gilt also G o ¢ = F, und Ableiten beider Seiten liefert die gesuchten
Ableitungen. Berechne zunécht die partielle Ableitung von ¢ nach a. Mit
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Entsprechend fiir die partielle Ableitung von ¢ nach . Mit

folgt:
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Es ist
OyL(z,y,2) = (grad L(z,y,2),v(z,y,2)) = —o(ra® + 3> +b(z —r)?) +obr?,
und

As = {(az,y,z) ER" | ra?+y? + bz —r)> < br? + g}
offensichtlich ein kompaktes Ellipsoid.

Ejs ist ein Ellipsoid mit As C Fjs. Ist ¢° : (a,b) — R3? eine maximale Losung des
Lorenz-Systems und ¢; € (a,b) mit ¢*(t;) ¢ As, so hat die Funktion L o % in ¢,
eine Ableitung, die kleiner als —¢§ ist. Dann liegt ¢(t) spétestens zum Zeitpunkt
t1 + 0 1L(¢%(t1)) in As, denn andernfalls wiiren die Funktionswerte stets kleiner als
die der Geraden t — L(¢%(t1)) — 6(t — t1), was zum Widerspruch zu L o ¢* > 0
fiihrt. Also existiert ¢ € R mit ¢*(tg) € As C Es.

Hat ¢ einmal Ej erreicht, so bleibt die Losung dort. Andernfalls géibe es t; < t,
mit L(¢%(t1)) = Ms und L(¢%(t)) > M; fiir alle t mit ¢; < t < t5. Dann folgt zum
einen 4 (L o ¢¢)(t;) > 0. Zum anderen ist %(t;) sicherlich kein innerer Punkt von
As und somit £(L o ¢f)(t;) < —§ < 0, was einen Widerspruch ergibt.

Es folgt, dass t*(f) = 00 ist (Satz 3.4 bzw. 3.7) und Ejs die stationdren Punkte
enthalt.

Bemerkung: Es lisst sich zeigen, dass die maximalen Losungen auf ganz R definiert
sind.
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Nach 15.9 ldsst sich das Volumen von (M) mit der Formel
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berechnen. Die Jacobideterminante J;(§) = J¢(t) erfiillt das AWP
W(t) = divo(eS(t) W(t), W) = 1.
Da fiir das Lorenz-System
divu(z,y,2) = —(c +1+0b)
konstant ist, hangt
J(€) = e-(ori+or
nicht von £ ab, und es folgt

ms(pi(M)) = mg(M)e T
fir alle t > 0.

Wie in Teil b) gezeigt, verldsst eine Losung, die in FEj startet, diese Menge nicht
mehr, und es folgt unmittelbar ¢,(E5) C Ejs fiir alle t > 0. Wegen ¢, = @50 ¢, fiir
alle s,t € R (siehe 15.2) folgt allgemeiner ps(E5) C p(Es) fir s > ¢t und damit die

Identitét
By = ﬂ U ps(Es) = ﬂ et(Es)
t>0 s>t >0
fiir den Lorenz-Attraktor F.

Der Lorenz-Attraktor ist als Schnitt der kompakten Mengen ¢;(E5) kompakt und
nach Teil ¢) eine Nullmenge, die nach Teil b) die stationéren Punkte enthélt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass E,, zusammenhéngend ist. Natiirlich ist ¢;(Es) fir
jedes t > 0 zusammenhéngend.

Annahme: F_ nicht zusammenhéangend

Dann ist F,, = A; U Ay mit disjunkten, nicht leeren, abgeschlossenen Mengen A,
und As. Als abgeschlossene Teilmengen von E, sind A; und A, beide auch kompakt.
Daher existieren disjunkte, offene Umgebungen U; von A, fiir j = 1,2. Wegen

gibt es ein n € N, so dass
p1(Es) € Uy Ul,

gilt, d.h. p1(Es) ist nicht zusammenhéngend. Widerspruch!

Also ist F, zusammenhéngend.
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