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44 Nach Satz 2.4 lässt sich ϕ mit Hilfe der Funktionen F und G als ϕ = G−1 ◦ F
darstellen. Es gilt also G ◦ ϕ = F , und Ableiten beider Seiten liefert die gesuchten
Ableitungen. Berechne zunächt die partielle Ableitung von ϕ nach a. Mit

∂

∂a
(G ◦ ϕ)(t, a, ξ) =

∂

∂a

∫ ϕ(t,a,ξ)

ξ

dρ

g(ρ)
=

∂
∂a

ϕ(t, a, ξ)

g(ϕ(t, a, ξ))

und
∂

∂a
F (t, a, ξ) =

∂

∂a

∫ t

a

f(τ) dτ = −f(a)

folgt:
∂

∂a
ϕ(t, a, ξ) = −f(a) · g(ϕ(t, a, ξ))

Entsprechend für die partielle Ableitung von ϕ nach ξ. Mit

∂

∂ξ
(G ◦ ϕ)(t, a, ξ) =

∂

∂ξ

∫ ϕ(t,a,ξ)

ξ

dρ

g(ρ)
=

∂
∂ξ

ϕ(t, a, ξ)

g(ϕ(t, a, ξ))
− 1

g(ξ)

und
∂

∂ξ
F (t, a, ξ) =

∂

∂ξ

∫ t

a

f(τ) dτ = 0

folgt:
∂

∂ξ
ϕ(t, a, ξ) =

g(ϕ(t, a, ξ))

g(ξ)

45 a) Es ist

∂vL(x, y, z) = 〈grad L(x, y, z), v(x, y, z)〉 = −σ(rx2 + y2 + b(z − r)2) + σbr2 ,

und
Aδ =

{
(x, y, z) ∈ Rn | rx2 + y2 + b(z − r)2 ≤ br2 + δ

σ

}

offensichtlich ein kompaktes Ellipsoid.

b) Eδ ist ein Ellipsoid mit Aδ ⊆ Eδ. Ist ϕξ : (a, b) → R3 eine maximale Lösung des
Lorenz-Systems und t1 ∈ (a, b) mit ϕξ(t1) /∈ Aδ, so hat die Funktion L ◦ ϕξ in t1
eine Ableitung, die kleiner als −δ ist. Dann liegt ϕ(t) spätestens zum Zeitpunkt
t1 + δ−1L(ϕξ(t1)) in Aδ, denn andernfalls wären die Funktionswerte stets kleiner als
die der Geraden t 7→ L(ϕξ(t1)) − δ(t − t1), was zum Widerspruch zu L ◦ ϕξ ≥ 0
führt. Also existiert t0 ∈ R mit ϕξ(t0) ∈ Aδ ⊆ Eδ.

Hat ϕξ einmal Eδ erreicht, so bleibt die Lösung dort. Andernfalls gäbe es t1 < t2
mit L(ϕξ(t1)) = Mδ und L(ϕξ(t)) > Mδ für alle t mit t1 < t < t2. Dann folgt zum
einen d

dt
(L ◦ ϕξ)(t1) ≥ 0. Zum anderen ist ϕξ(t1) sicherlich kein innerer Punkt von

Aδ und somit d
dt

(L ◦ ϕξ)(t1) ≤ −δ < 0, was einen Widerspruch ergibt.

Es folgt, dass t+(ξ) = ∞ ist (Satz 3.4 bzw. 3.7) und Eδ die stationären Punkte
enthält.

Bemerkung: Es lässt sich zeigen, dass die maximalen Lösungen auf ganz R definiert
sind.
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c) Nach 15.9 lässt sich das Volumen von ϕt(M) mit der Formel

m3(ϕt(M)) =

∫

M

Jt(ξ) d3ξ

berechnen. Die Jacobideterminante Jt(ξ) = Jξ(t) erfüllt das AWP

Ẇ (t) = div v(ϕξ(t)) W (t) , W (0) = 1 .

Da für das Lorenz-System

div v(x, y, z) = −(σ + 1 + b)

konstant ist, hängt
Jt(ξ) = e−(σ+1+b)t

nicht von ξ ab, und es folgt

m3(ϕt(M)) = m3(M)e−(σ+1+b)t

für alle t ≥ 0.

d) Wie in Teil b) gezeigt, verlässt eine Lösung, die in Eδ startet, diese Menge nicht
mehr, und es folgt unmittelbar ϕt(Eδ) ⊆ Eδ für alle t ≥ 0. Wegen ϕs+t = ϕs ◦ϕt für
alle s, t ∈ R (siehe 15.2) folgt allgemeiner ϕs(Eδ) ⊆ ϕt(Eδ) für s ≥ t und damit die
Identität

E∞ :=
⋂
t≥0

⋃
s≥t

ϕs(Eδ) =
⋂
t≥0

ϕt(Eδ)

für den Lorenz-Attraktor E∞.

Der Lorenz-Attraktor ist als Schnitt der kompakten Mengen ϕt(Eδ) kompakt und
nach Teil c) eine Nullmenge, die nach Teil b) die stationären Punkte enthält.

Es bleibt noch zu zeigen, dass E∞ zusammenhängend ist. Natürlich ist ϕt(Eδ) für
jedes t ≥ 0 zusammenhängend.

Annahme: E∞ nicht zusammenhängend

Dann ist E∞ = A1 ∪ A2 mit disjunkten, nicht leeren, abgeschlossenen Mengen A1

und A2. Als abgeschlossene Teilmengen von E∞ sind A1 und A2 beide auch kompakt.
Daher existieren disjunkte, offene Umgebungen Uj von Aj für j = 1, 2. Wegen

E∞ =
⋂
t≥0

ϕt(Eδ) =
⋂

n∈N
ϕ 1

n
(Eδ)

gibt es ein n ∈ N, so dass
ϕ 1

n
(Eδ) ⊆ U1 ∪ U2

gilt, d.h. ϕ 1
n
(Eδ) ist nicht zusammenhängend. Widerspruch!

Also ist E∞ zusammenhängend.

sawo
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