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Aufgabe 1:

Berechnen Sie alle Eigenwerte der Matrizen

A =

5 −3 2
6 −4 4
4 −4 5

 ∈ R(3,3), B =

1 + 2i 1− i 1− i
1− i 1 + 2i 1− i
1− i 1− i 1 + 2i

 ∈ C(3,3)

und deren zugehörige Eigenräume.

Aufgabe 2:

Sei K ein Körper, sei n ∈ N und seien a0, . . . , an−1 ∈ K. Zeigen Sie, dass das charakteristische
Polynom der Matrix 

0 1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · · · · 0 1
−a0 −a1 · · · · · · −an−1


dem Polynom (−1)n(λn + an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ + a0) entspricht.

Aufgabe 3:

Sei K ein Körper, n ∈ N und A = (aij)1≤i,j≤n ∈ K(n,n). Die Zahl Spur(A) = a11 + · · ·+ ann heißt
die Spur der Matrix A.

a) Zeigen Sie, dass die Abbildung Spur : K(n,n) → K, A 7→ Spur(A) K-linear ist.

b) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

i) Es gilt Spur(AB) = Spur(A) · Spur(B) für alle A,B ∈ K(n,n).
ii) Es gilt Spur(AB) = Spur(BA) für alle A,B ∈ K(n,n).
iii) Es gilt Spur(A) = Spur(BAB−1) für alle A ∈ K(n,n) und B ∈ GLn(K).
iv) Es ist Spur(A) 6= 0 für alle A ∈ GLn(K).
v) Es gilt Spur(A−1) = Spur(A)−1 für alle A ∈ GLn(K) mit Spur(A) 6= 0.

Aufgabe 4:

Sei K ein Körper, n ∈ N und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Weiter sei L(V ) die Menge
aller Endomorphismen von V und L ∈ L(V ). Zeigen Sie:

a) Es existiert genau ein s ∈ K, so dass für alle (v1, . . . , vn) ∈ V n und alle Determinantenformen
D : V n → K gilt

n∑
i=1

D(v1, . . . , vi−1, L(vi), vi+1, . . . , vn) = s ·D(v1, . . . , vn).

Die Zahl s heißt die Spur von L und wird mit Spur(L) bezeichnet.

b) Ist A ∈ K(n,n) die Darstellungsmatrix von L bzgl. einer Basis von V , so ist Spur(L) gerade
die Spur von A.

c) Die Abbildung L 7→ Spur(L) ist eine Linearform auf L(V ).

d) Es gilt Spur(L1 ◦ L2) = Spur(L2 ◦ L1) für alle L1, L2 ∈ L(V ).


