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Aufgabe 1:

Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und seien U1, U2 Untervektorräume von V .
Zeigen Sie:

a) Die Zuordnung U 7→ U⊥ ist eine bijektive Abbildung auf der Menge aller Untervektorräume
von V .

b) Es gilt (U1 + U2)⊥ = U⊥1 ∩ U⊥2 .

c) Es gilt (U1 ∩ U2)⊥ = U⊥1 + U⊥2 .

d) Aus U1 < U2 folgt U⊥2 < U⊥1 .

Aufgabe 2:

Sei V die Menge der reellen Folgen (ai)i∈N mit
∑∞

i=1 a2
i < ∞.

a) Zeigen Sie, dass V mit argumentweiser Addition und skalarer Multiplikation zu einem R-
Vektorraum wird.
[Hinweis: Sie dürfen (

∑∞
i=1 aibi)

2 ≤
∑∞

i=1 a2
i ·

∑∞
i=1 b2

i für (ai)i∈N, (bi)i∈N ∈ V verwenden.]

b) Zeigen Sie, dass durch 〈(ai)i∈N, (bi)i∈N〉 :=
∑∞

i=1 aibi ein Skalarprodukt auf V definiert ist.

c) Sei ej = (δij)i∈N für jedes j ∈ N. Beweisen Sie, dass die Familie (ej)j∈N ein Orthonormalsys-
tem von V bildet.

d) Bestimmen Sie für U = sp({ej | j ∈ N}) die Untervektorräume U⊥ und (U⊥)⊥.

Aufgabe 3:

Sei die symmetrische Bilinearform F : R3 ×R3 → R definiert durch

F (x, y) = 2x1y1 + 2x2y2 + x3y3 + x1y2 + x2y1.

a) Zeigen Sie, dass F ein Skalarprodukt auf R3 ist.

b) Bestimmen Sie mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren eine Orthonormalbasis
von R3 bzgl. F ausgehend von der Standardbasis.

Aufgabe 4:

Sei V = C[0, 1] der euklidische Vektorraum der stetigen Funktionen f : [0, 1] → R mit dem
Skalarprodukt

〈f, g〉 =
∫ 1

0
f(x)g(x)dx.

Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des Untervektorraums U = sp(f1, f2, f3) ⊂ C[0, 1], wobei
fk : [0, 1] → R, x 7→ xk für k = 1, 2, 3.


