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Aufgabe 1:

Sei die Matrix A ∈ R(3,3) gegeben durch

A =

 0 1 1
−1 0 1
−1 −1 0

 .

a) Zeigen Sie, dass der zu A gehörige Endomorphismus LA : R3 → R
3, x 7→ Ax normal ist.

b) Berechnen Sie die Normalform von LA und geben Sie die zugehörige Basis an.

Aufgabe 2:

Sei V ein endlich-dimensionaler, euklidischer Vektorraum und L ∈ L(V ).
Zeigen Sie:

a) Die Abbildung ϕ : L(V ) → L(V ), L 7→ L∗ ist ein Isomorphismus.

b) Ist L ein Isomorphismus, so auch L∗ und es gilt (L∗)−1 = (L−1)∗.

c) Bild(L) und Kern(L∗) bilden eine orthogonale Zerlegung von V .

Aufgabe 3:

Sei V ein endlich-dimensionaler, euklidischer Vektorraum und L ∈ L(V ) normal.
Zeigen Sie:

a) Es gilt Kern(L) = Kern(L∗).

b) Bild(L) und Kern(L) bilden eine orthogonale Zerlegung von V .

c) Für jeden Eigenwert λ von L gilt E(L, λ) = E(L∗, λ).

Aufgabe 4:

Sei V ein 3-dimensionaler, euklidischer Vektorraum, α, β, γ drei von Null verschiedene Linearformen
auf V und A = Kern(α), B = Kern(β), C = Kern(γ). Die Spiegelungen an den Hyperebenen A, B
und C seien wieder mit SA, SB bzw. SC bezeichnet.

Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

a) Die Linearformen α, β, γ sind linear abhängig.

b) Die Unterräume A, B, C haben eine Gerade gemeinsam.

c) Es existiert eine Hyperebene D von V mit SA ◦ SB ◦ SC = SD.


