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Definition: Sei (K, <) ein angeordneter Korper und V' ein K-Vektorraum. Eine Bilinearform F
auf V' heiBit positiv definit, wenn fiir alle v € V\{0} gilt 0 < F(v,v).

Aufgabe 1:

Seien a,b € R mit a < b und V der R-Vektorraum aller (beschrénkt) integrierbaren Funktionen
f :[a,b] — R auf dem Intervall [a,b]. Weiter sei die Abbildung F' definiert durch

b
F:VxV >R, (f,g)&—>/ f(x)g(x)dzx.

a) Zeigen Sie, dass F' eine symmetrische Bilinearform auf V ist.

b) Entscheiden Sie, ob F' auf dem R-Untervektorraum Cla,b] C V aller stetigen Funktionen auf
[a, b] positiv definit ist.

Aufgabe 2:

Sei K ein Koérper, n € N und F : K" x K" — K definiert durch F(A, B) = Spur(AB).
Zeigen Sie:

a) I ist eine symmetrische Bilinearform auf K(™").

b) Die Menge Sym,, C K (m.n) aller symmetrischen n xn — Matrizen bildet einen Untervektorraum
von K (mm),

c¢) Ist K angeordnet, so ist die Einschrinkung von F' auf Sym,, positiv definit.

Aufgabe 3:

Sei K ein Korper und K[X] der Polynomring in der Unbestimmten X {iber K (siehe Aufgabe 41,
42 aus Lina 1). Weiter sei M = {(f,9) | f,g9 € K[X], g # 0} und auf M die Relation ~ definiert

durch (f,g) ~ (f',9') = fg' = ['g.
a) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf M ist.

b) Wir bezeichnen mit g die Aquivalenzklasse von (f,g) € M und mit K (X) die Menge aller
Aquivalenzklassen bzgl. ~. Auf K(X) definieren wir die Verkniipfungen + und - durch

N LT R AV

9 9 99 9 9 99
Zeigen Sie, dass (K (X),+, -) ein Korper ist. Er heifit der Kdrper der rationalen Funktionen
in X {iber K.
Aufgabe 4:

Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Eine Ordnung P von K heifit archimedisch, falls zu jedem
a € P eine Zahl n € N existiert mit a <p n - 1. Zeigen Sie:

a) Die Menge P = {5 (X —1)*| f,g € K[X],0 < f(1)-g(1),k € Z} ist eine Ordnung des
Korpers K(X).

b) Die Ordnung P aus a) ist nicht archimedisch.



