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Aufgabe 1:

Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und seien U1, U2 Untervektorräume von V .
Zeigen Sie:

a) Die Zuordnung U 7→ U⊥ ist eine bijektive Abbildung auf der Menge aller Untervektorräume
von V .

b) Es gilt (U1 + U2)⊥ = U⊥
1 ∩ U⊥

2 .

c) Es gilt (U1 ∩ U2)⊥ = U⊥
1 + U⊥

2 .

d) Aus U1 ⊂ U2 folgt U⊥
2 ⊂ U⊥

1 .

Aufgabe 2:

Sei die symmetrische Bilinearform F : R3 ×R3 → R definiert durch

F (x, y) = 2x1y1 + 2x2y2 + x3y3 + x1y2 + x2y1.

a) Zeigen Sie, dass F ein Skalarprodukt auf R3 ist.

b) Bestimmen Sie mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren eine Orthonormalbasis
von R3 bzgl. F ausgehend von der Standardbasis.

Aufgabe 3:

Sei n ∈ N, V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und {a1, . . . , an} ⊂ V ein Ortho-
normalsystem. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

a) {a1, . . . , an} ist eine Basis von V .

b) Ist v ∈ V mit 〈v, ai〉 = 0 für i = 1, . . . , n, so folgt v = 0.

c) Für alle u, v ∈ V gilt 〈u, v〉 =
∑n

i=1〈u, ai〉 · 〈ai, v〉.
d) Für jedes v ∈ V gilt |v|2 =

∑n
i=1 |〈v, ai〉|2.

Aufgabe 4:

Sei V = Sym2(R) der euklidische Vektorraum aller symmetrischen Matrizen aus R(2,2) mit dem
Skalarprodukt 〈A,B〉 = Spur(AB) für A,B ∈ R(2,2).

a) Zeigen Sie, dass U = {(aij) ∈ V | a11 = a22} ein Untervektorraum von V ist.

b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U .

c) Bestimmen Sie die zu U gehörigen orthogonalen Projektionen π und π′. Geben Sie dazu für
jede Matrix A ∈ V deren Bild unter π explizit an.


