
Prof. Dr. Franz Kalhoff Abgabe: Mo, 16.06.2008, 12h
Dipl.-Math. Holger Bluhm

Lineare Algebra II
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Aufgabe 1:

Ist G eine Gruppe mit Untergruppen U1 und U2, so heißt G das innere direkte Produkt von U1 und
U2, falls gilt:

i) U1 und U2 sind Normalteiler von G,

ii) G = U1U2 und u1u2 = u2u1 für alle u1 ∈ U1 und u2 ∈ U2,

iii) U1 ∩ U2 = {eG}.

Sei nun V ein endlich-dimensionaler, euklidischer R-Vektorraum und W(V ) die Menge aller win-
keltreuen Abbildungen auf V . Zeigen Sie:

a) W(V ) ist eine Untergruppe von GL(V ).

b) Bestimmen Sie eine Teilmenge M der Menge aller Streckungen von V , so dass W(V ) das
innere direkte Produkt von O(V ) und M ist.

Aufgabe 2:

Sei V ein endlich-dimensionaler, euklidischer Vektorraum, Γ die Menge aller Bewegungen von V
und T die Menge aller Translationen von V . Zeigen Sie:

a) Zu jeder Bewegung ϕ ∈ Γ existiert ein L ∈ O(V ) und ein w ∈ V , so dass gilt ϕ = Tw ◦ L. Ist
diese Darstellung eindeutig?

b) Γ ist eine Gruppe mit Untergruppe O(V ).

c) T ist ein Normalteiler von Γ und es gilt Γ/T ∼= O(V ).

Aufgabe 3:

Sei V ein euklidischerR-Vektorraum mit Basis a1, . . . , an ∈ V , L ∈ L(V ) und A = (aij) ∈ R(n,n) die
Matrix von L bzgl. a1, . . . , an. Dann heißt die lineare Abbildung L∗ : V → V , L∗(aj) =

∑n
i=1 ajiai

für j = 1, . . . , n die zu L adjungierte Abbildung.

Zeigen Sie:
a) Es gilt 〈L(u), v〉 = 〈u, L∗(v)〉 für alle u, v ∈ V .

b) Es existiert genau ein Homomorphismus L̃ ∈ L(V ), so dass für alle u, v ∈ V gilt

〈L(u), v〉 = 〈u, L̃(v)〉.

c) Ist L orthogonal, so gilt L ◦ L∗ = L∗ ◦ L.

d) Es ist L∗ genau dann orthogonal, wenn L orthogonal ist.

Aufgabe 4:

Sei n ∈ N, V ein n-dimensionaler, euklidischer Vektorraum und H = v0 + U eine affine Hyper-
ebene von V , d.h. U = {u}⊥ ist eine Hyperebene von V und v0 ∈ V . Weiter bezeichne Su die
Hyperebenenspiegelung an U . Zeigen Sie:

a) Zu jeder Bewegung ϕ 6= idV mit ϕ(v) = v für alle v ∈ H existiert ein w ∈ V , so dass sich ϕ
schreiben lässt als ϕ = Tw ◦ Su. Daher heißt ϕ auch affine Hyperebenenspiegelung an H und
wird notiert als SH .

b) Ist ϕ eine Bewegung von V , so ist ϕ(H) eine affine Hyperebene von V und es gilt

ϕ ◦ SH ◦ ϕ−1 = Sϕ(H).

c) Jede Bewegung von V ist das Produkt von höchstens n+1 affinen Hyperebenenspiegelungen.


