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Aufgabe 1:
Seien die Polynome fi, fa, f3 € F7[X] gegeben durch

=X 44X342X2 43X +4, for=X>+6X>4+2, fy3=X+1.
a) Zeigen Sie, dass f3 ein Teiler von f; und fy ist.

b) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von f; und fo.

c) Geben Sie zwei Polynome g1, g2 € F7[X] an, so dass gilt f3 = g1f1 + g2 fo.

Aufgabe 2:
Sei K ein Korper und seien f,g € K[X]\{0}. Es gelte f =c¢- fi" -+ firund g = ¢4 - f' -+ fa"
mit paarweise verschiedenen, primen, normierten Polynomen f; ..., f,, € K[X], ¢f,¢cq € K\{0} und

Ql,y...,Qn, B1,. .., 0, € Ng. Zeigen Sie:
a) Ist h ein ggT von f und g, so gilt
h=c- f{nin{ala/@l} . fTanin{oan,ﬂn}

fiir ein geeignetes c € K.

b) Ist h ein kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV) von f und g, d.h. h ist Vielfaches von f und
g und jedes Vielfache von f und g ist auch Vielfaches von h, so gilt

h=c- flrnax{al,ﬁl} e f:;lax{anﬁn}

fiir ein geeignetes ¢ € K.

c¢) Ist hy ein ggT und hy ein kgV von f und g, so gilt h1he = ¢fg fiir ein geeignetes ¢ € K.

Aufgabe 3:
Sei K ein Korper, f1, fo € K[X]\{0} und g € K[X]\{0} ein ggT von f; und f2. Zeigen Sie:
a) Fiir Polynome hi, ho € K[X] ist hy f1 + haf2 ein Vielfaches von g.

b) Ist g = hif1 + hafa fiir Polynome hi, ho € K[X], so sind hy und hg teilerfremd, d.h. 1 ist ein
ggT von h; und hs.

c) Gilt hyf1 + hafe = 1 fiir Polynome hy, ho € K[X], so sind f; + fo und hy — hy teilerfremd.

Aufgabe 4:
Sei n € N, K ein Kérper und V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Eine Abbildung L € L(V)
heilt triagonalisierbar, wenn es eine Basis aq,...,a, von V gibt, bzgl. der die Matrix von L eine

untere Dreiecksmatrix ist.

a) Zeigen Sie, dass ein Endomorphismus L genau dann triagonalisierbar ist, wenn sein charak-
teristisches Polynom in Linearfaktoren zerfillt.
[Hinweis: Beweisen Sie die Richtung ,,<=“ mit Induktion nach n.]

b) Uberpriifen Sie die Matrix
3 0 =2
A= -2 0 1 |eRrR®Y
2 1 0

auf Triagonalisierbarkeit, d.h. den durch x — Az definierten Endomorphismus auf R3, und
geben Sie ggf. eine regulire Matrix S € R(®3) an, so dass SAS~! eine untere Dreiecksmatrix
ist.



