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Aufgabe 37 ξ : Ω → R+ sei eine Zufallsvariable (Lebensdauer) mit Verteilungs-
funktion F , Schwanz R und Dichte f , die durch die Hazardrate (Ausfallrate) h resp.
die Hazardfunktion H beschrieben sind. x 7→ Ft(x) := W (ξ ≤ x+t|ξ ≥ t), t > 0, be-
zeichne die Überlebens-Verteilungsfunktionen, Rt := 1−Ft : x 7→ W (ξ > t+x|ξ > t).

a) Warum muß für eine Hazardfunktion gelten: H(t) :=
∫ t

0
h(x)dx

t→∞−→ ∞ ?
b) Wie muß h bzw. H beschaffen sein, damit t 7→ Ft(·) (*) monoton (wach-
send resp. fallend) ist?
c) Sei ξ die Lebensdauer eines technischen Geräts mit Ausfallrate h. Wie kann
man Monotonie (*) in Teil b) interpretieren? Gibt es Situationen in denen ↑ oder ↓
in (*) plausibel ist?
d) Xi ≥ 0 seien unabhängige Zufallsvariablen, deren Verteilungen durch die Ha-
zardraten hi gegeben sind, i = 1, 2. Sei Y := min(X1, X2). Geben Sie die Hazardrate
von Y an. Geben Sie Beispiele X1, X2, Y an, bei denen die Hazardraten hi monoton
sind, aber die Hazardrate von Y diese Eigenschaft nicht besitzt.

Aufgabe 38 a) In einer Urne befinden sich weiße, schwarze und rote Kugeln, die
Mischungsverhältnisse seien p, q, r (0 < p, q, r; p + q + r = 1). Wie groß ist die
Wahrscheinlichkeit, nach n Zügen mit Zurücklegen k1 weiße, k2 schwarze und k3

rote Kugeln gezogen zu haben? (ki ∈ Z+, k1 + k2 + k3 = n)
b) Die Mischungsverhältnisse p, q, r seien unbekannt, n sei fest. Es werden bei ei-
nem Versuch k∗1 weiße, k∗2 schwarze und k∗3 rote Kugeln gezogen,

∑
k∗i = n. Schätzen

Sie p, q, r aufgrund dieser Beobachtung mittels der M-L Methode.
c) Seien ξi, 1 ≤ i ≤ n Zufallsvariable mit Werten in {w, s, r}, die die Farbe der
Kugel beim i−ten Zug angeben. Bestimmen Sie die Verteilung von ξi. Warum kann
man voraussetzen, daß die ξi unabhängig sind? Bestimmen Sie die in a) gesuchte
Wahrscheinlichkeit mittels der (unabhängigen) Zufallsvariablen ξi.

Aufgabe 39 Hardy Weinberg Gesetz. a, b seien Allele eines bestimmten Gens.
Die Genotypen aa, ab, bb – es wird nicht zwischen ab und ba unterschieden – treten
mit folgenden Wahrscheinlichkeiten auf:

Wp(aa) = p2, Wp(ab) = 2 · p · (1− p) , Wp(bb) = (1− p)2 (∗)

mit unbekanntem 0 ≤ p ≤ 1. Bei einer unabhängigen Stichprobe vom Umfang N
wurden aa, ab und bb mit den Häufigkeiten n1, n2, n3 beobachtet, n1 +n2 +n3 = N .
a) Geben Sie die Likelihoodfunktion und die log-Likelihoodfunktion an.
b) Schätzen Sie den Parameter p mit der Maximum-Likelihood Methode.[[

Um welchen Verteilungstyp handelt es sich in (*) ?
]]

Aufgabe 40
a) Beim dreifachen Münzwurf bezeichnen A1, A2, A3 die folgenden Ereignisse:
A1 := { mindestens zwei Wappen}, A3 := = A, A2 := {erster Wurf Kopf}.
Zeigen Sie, daß zwar W (A1 ∩A2 ∩A3) = W (A1) ·W (A2) ·W (A3) gilt, daß aber die
Ereignisse nicht unabhängig sind. Sind sie paarweise unabhängig?
b) Beim zweifachen Münzwurf bezeichne
A1 := { beim ersten Wurf Wappen}, A2 := { zweiter Wurf Wappen},
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A3 := {zwei verschiedene Ereignisse, (d.h. (Kopf, Wappen) oder (Wappen, Kopf)) }.
Zeigen Sie, daß die Ereignisse paarweise unabhängig, aber nicht unabhängig sind.

Aufgabe 41 Sei (Ω, Σ, W ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien A1, . . . AN ∈ Σ.
Die Mengen {Ai} besitzen die Produkt-Eigenschaft, falls gilt:

W (
N⋂
1

Ai) =
N∏
1

W (Ai) (∗)

a) Zeigen Sie: A1, . . . , AN sind unabhängig (bez. W ) genau dann wenn {B1, . . . , BN}
(*) erfüllen für alle Bi ∈ Σ(Ai) := {∅, Ω, Ai, {Ai}.
b) Seien Ei : i ∈ I, Mengensysteme in Σ mit Ω ∈ Ei für alle i ∈ I.
Zeigen Sie: {Ei : i ∈ I} sind unabhängig (bez. W ) genau dann wenn für jede endliche
Teilmenge J = {i1 . . . , iN} ⊆ I und für jede Auswahl Ai1 ∈ Ei1 , . . . , AiN ∈ EiN die
Mengen {Aij , j = 1 . . . N} die Eigenschaft (*) besitzen.
c) Seien {Xi, i ∈ I} reelle Zufallsvariable. Zeigen Sie:
Die ZV sind genau dann unabhängig (bez. W ), wenn für jede endliche Teilmenge
J = {i1 . . . , iN} ⊆ I und für jede Auswahl von Borelmengen A1, . . . , AN ∈ B1 die
Mengen {{Xij ∈ Aj}, j = 1 . . . , N} (*) erfüllen.
d) Es gilt (mit den Bezeichnungen von c)) das folgende Kriterium :
Die ZV sind genau dann unabhängig (bez. W ), wenn für jede endliche Teilmenge
J = {i1 . . . , iN} ⊆ I und für alle ~x ∈ RN gilt:

W (Xi1 ≤ x1, . . . , XiN ≤ xN) =
N∏

j=1

W (Xij ≤ xj) (??)

e) Interpretieren Sie die Eigenschaft (??) im Kontext von Verteilungsfunktionen
für I = {1, . . . , N}. ( ~x 7→ FX1,...,XN

(~x) := W (X1 ≤ x1, . . . , XN ≤ xN) bezeich-

ne dabei die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors ~X := (X1, . . . , XN) ( bzw. der
gemeinsamen Verteilung der Komponenten).
f) Seien Ω, Λ 6= ∅, sei X : Ω → Λ eine Abbildung. E ⊆ P(Λ) sei ein Mengensystem.
Weiter seien S := Σ(E) und A := Σ(X−1(E)) die von E und X−1(E) erzeugten
σ−Algebren. Zeigen Sie:
X−1(S) = A, m.a.W. X−1(Σ(E)) = Σ(X−1(E)).[[

Zeigen Sie zunächst für jede σ−Algebra T ⊆ P(Ω), daß C := {A ∈ P(Λ) :
X−1(A) ∈ T } eine σ-Algebra in P(Λ) ist. (Vgl. Vorlesung, 7.2)

]]
g) Wiederholen Sie den Beweis aus der Vorlesung: Ein durchschnittstabiles Dyn-
kinsystem ist eine σ−Algebra.
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