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Aufgabe 55 Fingerübungen ϕ : I ⊆ R → R sei eine konvexe Funktion, definiert auf einem
Intervall I. D.h., ∀(pi ≥ 0),

∑
pi = 1, ∀xi ∈ R gilt ϕ (

∑
xipi) ≤

∑
piϕ(xi).

a) Beweisen Sie die Jensensche Ungleichung für eine Z.V. X : Ω → R mit X und ϕ ◦X ∈ L1:

ϕ (E(X)) ≤ E (ϕ(X))[[
Betrachten Sie zunächst Treppenfunktionen X !

]]
b) Seien 0 < s ≤ t, betrachten Sie ϕ : R+ 3 x → xt/s und zeigen Sie (mittels a)):

E
(
|X|t

)
≥ E (|X|s)t/s

c) Sei X = X eine zentrierte Z.V. Beweisen Sie

E
(
|X|2

)3/2 ≤ E
(
|X|3

)
, E

(
|X|2

)4/2 ≤ E
(
|X|4

)
d) Beweisen Sie mittels b) (mit p := t/s, q := 1− 1/p) für reelle Zufallsvariable X, Y :

E (|X · Y |) ≤ ||X||p||Y ||q

(Betrachten Sie speziell den Fall p = q = 2.)

Aufgabe 56 a) Wiederholen Sie den Beweis der Vorlesung: Seien ξ und η beide 0-1-wertige
Zufallsvariable. Dann gilt: (ξ, η) sind unkorreliert, genau dann, wenn sie unabhängig sind.
b) Seien A, B, C ∈ Σ, mit A ∩ (B ∪ C) = ∅ und 0 < W (A), W (B) = W (C).
Dann sind (ξ := 1A, η := 1B − 1C) unkorreliert, aber nicht unabhängig.

c) Der Zufallsvektor ~X := (ξ1, ξ2) besitze eine Standard Normalverteilung N0,I . Dann sind

(ξ1, ξ2) unabhängig. Es sei A ∈ GL(R, d) und ~Y = (η1, η2) := A ~X = (αξ1 + βξ2, γξ1 + δξ2).

Bestimmen Sie die Kovarianzmatrix Cov(~Y ) = (E(ηi · ηj))1≤i,j≤2.
Zeigen Sie: Die Gaußschen ZV (η1, η2) sind unkorreliert genau dann, wenn sie unabhängig sind.

Aufgabe 57 Seien ξi, i ≥ 1, unabhängige Na,σ2-verteilte Zufallsvariable. Mit Sn werde die
Partialsumme

∑n
1 ξi bezeichnet. Versuchen Sie, eine möglichst gute Abschätzung der (beid-

seitigen) Schwänze W (| 1
n
Sn − a| > ε) anzugeben. (Besser als die Ungleichungen, die in der

Vorlesung bewiesen wurden).
a) Dazu beachte man (1), daß Sn nach einer Normalverteilung verteilt ist (Geben Sie die Pa-
rameter an)
(2), daß eine Normalverteilung ein affines Bild einer Standardnormalverteilung ist. Man kann
das Problem also auf N0,1 zurückführen. Beachten Sie A 54!)
b) Bestimmen Sie für eine N0,1−verteilte Zufallsvariable die ersten 4 Momente. (Zeigen Sie,
daß für eine N0,1−verteilte ZV alle Momente existieren!)
c) Analog für eine Na,σ2−verteilte Z.V. Y .
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Aufgabe 58 (Auch schriftlich bearbeiten!) Das Weimarer Würfelmännchen ist ein Würfel in
der Form einer hockenden menschlichen Figur mit den Augen 1, . . . , 6. (Es ist nicht bekannt,
ob er von J.W. Goethe benutzt wurde.)
a) Nach 150 Würfen (mit einem Replikat) beobachtet man folgendes Ergebnis:
4 3 5 3 5 2 4 6 3 2 3 6 5 4 3 3 4 2 5 5 3 4 5 5 5 2 2 6 5 5
5 4 2 4 4 2 5 3 3 3 2 4 4 4 3 4 2 2 4 4 4 3 5 1 2 5 2 3 2 2
5 2 5 1 4 5 2 6 3 1 1 5 2 3 5 5 3 1 3 3 6 4 3 3 5 5 5 5 2 5
4 5 3 2 2 4 2 6 3 2 2 2 5 3 3 3 2 3 4 6 5 4 1 5 6 2 5 4 3 2
5 6 5 4 6 4 3 2 3 6 5 6 5 2 3 5 5 2 1 3 4 5 2 3 3 4 3 5 3 6

Ist der Würfel annähernd ideal?
Geben Sie Schätzungen an für pi := W (Augenzahl = i) für 1 ≤ i ≤ 6.
Geben Sie die empirische Verteilungsfunktion der Augenzahl an.
Geben Sie Schätzungen für den Median und die Quartile der Augenzahl an.
b) Bei einem weiteren Versuch wurden nach 1500 Würfen folgende Ergebnisse erzielt:
Augenzahl 1 2 3 4 5 6

Anzahl 68 332 341 257 361 131
Wie lautet nun die Antwort auf die Frage, ob der Würfel ideal ist?
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