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1) Stetigkeit und Differenzierbarkeit. (je 2P)

Seien f, g : (−1, 1) → R stetig mit f(x) · g(x) = x ∀x ∈ (−1, 1). Zeigen Sie:

(i) Sind f und g differenzierbar, so gilt: f(0) = 0 ⇒ g(0) 6= 0.

(ii) Ohne die Differenzierbarkeits-Voraussetzung ist der Schluss in (i) falsch.

2) Differenzierbarkeit zusammengesetzter Funktionen. (je 2P)

Zeigen Sie, dass die Funktionen g : R → R und h : R → R in jedem Punkt x ∈ R
differenzierbar sind und berechnen Sie die Ableitung:

g : x 7→
{

x2 cos( 1
x
) , x 6= 0

0 , x = 0
, h : x 7→

{
x2 exp(− 1

x2 ) , x > 0

0 , x ≤ 0
.

3) Rechenregeln für höhere Ableitungen. (je 2P)

(a) Seien D ⊂ R und f, g : D → R zwei in D n-mal differenzierbare Funktionen.
Zeigen Sie mittels vollständiger Induktion nach n die Leibnizsche Formel

dn

dxn
(f(x)g(x)) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (n−k)(x) g(k)(x).

Hierbei bedeutet f (m) die m-te Ableitung von f , d.h. f (m)(x) =
dm

dxm
f(x), m ∈ N.

(b) Berechnen Sie die hundertste Ableitung der Funktion f(x) = x2 sin 2x.



4) Die Regel von l’Hôpital. (je 2P)

(a) Zeigen Sie den verallgemeinerten Mittelwertsatz : Seien f, g in [a, b] ⊂ R stetig,
auf (a, b) differenzierbar mit g′(x) 6= 0 für alle x ∈ (a, b). Dann gibt es ein ξ ∈ (a, b)
mit

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(ξ)

g′(ξ)
.

(b) Die Funktionen f und g seien auf (a, b) ⊂ R differenzierbar und sei g′(x) 6= 0
in (a, b). Es gelte limx↘a f(x) = limx↘a g(x) = 0. Zeigen Sie mit Hilfe von Teil (a):

lim
x↘a

f(x)

g(x)
= lim

x↘a

f ′(x)

g′(x)
,

falls der Limes auf der rechten Seite existiert.
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