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UBUNGSBLATT 5 ZUR VORLESUNG
LINEARE ALGEBRA 1

AUFGABE 1:

Es sei V' ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum.

a) Zeigen Sie dass durch v ~ w :& v — w € U eine Aquivalenzrelation auf V definiert wird.
b) Zeigen Sie, dass V/U :=V/ ~ mit
[v] + [w] == [v 4+ w], a- ] = o]

fiir alle [v], [w] € V/U und a € K zu einem K-Vektorraum wird. Der Vektorraum V/U heifit
QUOTIENTENVEKTORRAUM.

¢) Betrachten Sie die lineare Abbildung ® : V' — V/U die durch ®(v) := [v] definiert ist. Zeigen
Sie, dass ® surjektiv ist und berechnen Sie ker(®).

AUFGABE 2:

Welche der folgenden Mengen bilden eine Basis (Erzeugendensystem, linear unabhéngige Menge)?
Geben Sie gegebenenfalls eine Basis des aufgespannten Unterraums an.
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Zur Erinnerung: Die Abbildung ¢,, € R[z] ist definiert durch g, () = 2™ fiir alle z € R.

AUFGABE 3:

a) Esseien V und W zwei K-Vektorrdume. Zeigen Sie, dass das kartesische Produkt von V' und
W mit den folgenden Verkniipfungen

(v,w) + (v, w') == (v + v, w +w'), a(v,w) == (av, aw)

fiir v,v' € V, w,w’ € W und a € K zu einem K-Vektorraum wird. Dieser heifit die DIREKTE
SUMME von V und W und wird mit V & W bezeichnet. Wie grof} ist die Dimension von
V@& W, wenn V und W endliche Dimension haben?

b) Es seien V und W zwei Untervektorrdume des Vektorraums X . Zeigen Sie, dass die Mengen
V+W:= {v + w’v eV,we W} und V N W ebenfalls Unterrdume von X sind.

c) Es seien V und W zwei Untervektorrdume des Vektorraums X. Zeigen Sie, dass die Vek-
torrdume V + W und V & W isomorph sind, wenn VN W = {0}.



AUFGABE 4:

a) Essei V ein Vektorraum und vy, v, v3 € V seien linear unabhingig. Fiir welche reellen Zahlen
« sind dann folgende Vektoren linear unabhéngig?

wy = (o — 1)vg + 2v3,
wo = 2v1 + (2a — 3)vg + 4vs,

wy :=v1 + (@ — 1)vg + v3.

b) Fiir welche zg,c € R ist U(zg,c) := {q € Ry[z]|¢(z0) = ¢} ein Untervektorraum von R, [x]?



