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UBUNGSBLATT 9 ZUR VORLESUNG
LINEARE ALGEBRA 1

AUFGABE 1:
Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Basis {vy,...,v,} und V* sein Dualraum. Da
eine lineare Abbildung durch Angabe der Bilder einer Basis erklirt ist, werden fiir j = 1,...,n
1fallsi=j
durch v} (v;) = . Z j lineare Abbildungen v} : V' — R definiert.
0 falls ¢ # j
Zeigen Sie, dass {vf,..., v} eine Basis von V* ist. Diese Basis heiit die zu {v1,...,v,} DUALE
Basis.
AUFGABE 2:

Es sei U ein Untervektorraum des endlichdimensionalen Vektorraums V. Wir definieren einen
Untervektorraum des Dualraums V* durch Ut := {f € V* | Vu € U : f(u) = 0}, dieser heifit
LoTrAUM zU U (Uberzeugen Sie noch einmal davon, dass U+ wirklich ein Untervektorraum ist
und dass das auch gilt, wenn man Vektorriume zuléisst, die nicht endlichdimensional sind).

a) Es sei {u1,...,u,} eine Basis von U und {u1,...,Ur, Urs1,...,u,} ein Erginzung zu einer
Basis von V. Zeigen Sie dim U + dim U+ = n indem Sie eine Basis von U~ konstruieren.

b) Zeigen Sie, dass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

i) U+ und V/U sind isomorph (Geben Sie dazu auch einen Isomorphismus an!), V+ = {0}.
) (U +Ux)t =UE NUS, (Ui nU)*t = Uit +Ust.

iii) Uy C Uy = Us- C Ut

iv) V=UoU=V*=Ui ®Us.

v

ii

Bemerkung zu b iw): Sind Uy und U, zwei Untervektorrdume des gleichen Vektorraums V' und
gilt Uy N Uy = {0} so ist Uy + Uy = Uy ¢ Us. Man nennt dann die Summe von Uy + Us C V auch
DIREKT und schreibt U @ Uy C V.

AUFGABE 3:

Es sei f : M, ,(K) — K eine lineare Abbildung derart, dass f(AB) = f(BA) fiir alle A,B €
M,, ., (K) erfiillt ist. Zeigen Sie, dass unter dieser Voraussetzung eine Zahl s € K existiert, so dass

f(A) = s(a11 +age + ... + any) fiir alle A = (a;5)ij=1,...n € Mnn(K).

Hinweis: Nutzen Sie eine geeignete Basis fiir M, ,(K) und betrachten Sie speziell Matrizen, die
elementaren Zeilen- bzw Spaltenoperationen entsprechen.



AUFGABE 4:

Gegeben seien die Basen

1 0 0 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1 0 1
Bi=931ol ' lo]'[1] |0 md Be=q1y (1ol 1] o
0 0 0 1 0 1 0 1

des R*. Wir betrachten weiter die lineare Abbildung f : R* — R* mit

flx,y, 2, t) == (4o — 42,20 — 4t, 20 + 22, 2y — 2t)

10 -1 O
- . 01 0 -1
sowie die Matrix T' := Lo 1 0
01 0 1
4 0 —4
(Uberzeugen Sie sich zunédchst davon, dass f beziiglich der Basis B; die Matrixdarstellung ; 8 (2)
0 2 0
1 0 1 0
und dass 77! =1 _01 é (1) (1) ist).
0 -1 0 1

a) Begriinden Sie, warum T die Matrixdarstellung der identischen Abbildung auf R* ist, wobei
By die Basis im Urbildraum und B; diejenige im Bildraum ist.

b) Geben Sie eine Matrixdarstellung der identischen Abbildung auf R* an, wobei im Gegensatz
zu a) die Rolle von B; und By vertauscht ist. Begriinden Sie Ihre Wahl.

b) Beschreiben Sie den Zusammenhang zwischen der linearen Abbildung f und der Matrix
T~1A. Berechnen Sie diese.

¢) Geben Sie eine Matrixdarstellungen von f (i) beziiglich der Basis By im Urbildraum und B;
im Bildraum, sowie (ii) beziiglich der Basis B2 im Urbild- und Bildraum an. Begriinden Sie
Thr Vorgehen.



