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UBUNGSBLATT 10 ZUR VORLESUNG
LINEARE ALGEBRA 1

AUFGABE 1:

Es sei V ein Vektorraum und U ein Untervektorraum und U+ C V* sei sein Lotraum geméif
Blatt 9 Aufgabe 2. Weiter ist aus der Vorlesung bekannt, dass die Abbildung ® : V' — (V*)* mit
O (v)(f) :== f(v) fiir alle f € V* linear ist. Zeigen Sie:

a) Ist V endlichdimensional, so gilt U = ﬂ ker(f).
feu+

b) ®(U) c (UL)* und ist V endlichdimensional, so ist ® : U — (U+)1 ein Isomorphismus.

AUFGABE 2:
Es sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung mit ¢ o ¢ = ¢. Eine Abbildung mit dieser Eigenschaft
heifit IDEMPOTENT. Zeigen Sie:

a) ¢ ist ganau dann idempotent, wenn dies fiir idy — ¢ gilt.

b) Ist ¢ idempotent, so gilt V' = ker(¢) @ Bild(¢).

¢) Sind X,Y C V Untervektorrdume mit V' = X @ Y so existiert genau eine idempotente
Abbildung ¢ mit X = ker(¢) und Y = Bild(¢).

AUFGABE 3:

Fir p € Rlz] sei f' € R[z] wie gewthnlich die Ableitung von f. Wir definieren Abbildungen
1,9 : Rlz] — R durch

Y1(p) = 2p(0) +p'(1) und wz(p)=/0 p(x)dx.

a) Zeigen Sie, dass ¥; und 9 in R[x]* liegen und, dass sie dort linear unabhéngig sind.

b) Konstruieren Sie ein lineare Abbildung ® : R? — R[z] derart, dass ®*(¢1) und ®*(¢)2) in
(R?)* linear unabhiingig sind.

¢) Geben Sie ein Basis des Unterraums ker(¢1) N ker(y2) NRafz] C Rlz] an.



AUFGABE 4:

Aus der Vorlesung wissen Sie, dass zu jeder Matrix A € M,, ,,(K) eine natiirliche Zahl k und zwei
invertierbare Matrix Z, S € M, ,(K) existieren, so dass

1

ZAS = Ep, mit FEy:= S Mn,n(K) .

0

Es sei nun f : M, »,(K) — K eine nicht-konstante Abbildung mit f(AB) = f(A)f(B) fiir alle
A, B € M, »,(K). Zeigen Sie, dass unter diesen Vorgaben folgendes erfiillt ist:

a) Es seien nun Pij die in der Vorlesung definierten Permutationsmatrizen. Ferner sei E €
M,, »(K) eine Matrix, auf deren Diagonale sich an beliebigen Stellen genau k Einsen befinden,
in der aber alle anderen Eintrige Null sind. Zeigen Sie:

Es gibt eine Matrix @, so dass @ ein Produkt von Permutationsmatrizen ist und QEQ! = Ej,.
b) f(I,) =1, f(0) =0 sowie f(QQ") =1 und f(E) = f(F}) fiir alle Matrizen Q, F gemi$ a).

1 falls k =n, also E, = I,
Ey) = .
©) J(Br) {o falls 0 < k < n
d) Fir alle A € M, ,,(K) gilt:
A ist regulir & f(A) #0.

Hinweis zu c): Berechnen Sie f(E1)?, f(F2)?,... und nutzen Sie b).

Hinweis zu d): Nutzen Sie ¢) und die Vorbemerkung..



