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1) Messbare Funktionen.

Sei Ω ⊂ R
n Lebesgue-messbar und sei f : Ω → R eine messbare Funktion, die fast

überall auf Ω von Null verschieden ist. Zeigen Sie, dass die Funktion

g(x) :=







1

f(x)
, falls f(x) 6= 0,

beliebig, falls f(x) = 0,

ebenfalls messbar ist.

2) Dirac-Maß.

Sei x0 ∈ R
n fest. Das Dirac-Maß δx0

wird definiert durch

δx0
(M) :=

{

1, falls x0 ∈ M,

0, falls x0 /∈ M.

(a) Zeigen Sie, dass δx0
ein Maß auf der Potenzmenge P(Rn) ist.

(b) Geben Sie alle bzgl. des Dirac-Maßes µ := δx0
messbaren Mengen, messba-

ren Funktionen und messbaren Treppenfunktionen an. Berechnen Sie das Integral
∫

Ω
fdµ mit Hilfe der Definitionen aus der Vorlesung durch Übertragung auf das

Maß µ.

3) Cantor-Funktion.

Die Cantor-Menge (vgl. Übungsblatt 2) ist gegeben durch C := ∩∞

n=1
Cn, wobei

C0 = [0, 1] und Cn eine disjunkte Vereinigung von 2n Intervallen der Länge 3−n



ist, die aus den Intervallen von Cn−1 durch Entfernen der offenen mittleren Drittel
entstehen. Dazu definieren wir für x ∈ [0, 1] die Funktionen

Fn(x) :=

(

3

2

)n ∫

x

0

χCn
(x)dx.

Hierbei bezeichnet χCn
die charakteristische Funktion der Menge Cn, d.h.

χCn
(x) =

{

1, falls x ∈ Cn,

0, falls x /∈ Cn.

(a) Zeichnen Sie die ersten drei Funktionen Fn.

(b) Zeigen Sie, dass der Limes F (x) := lim
n→∞

Fn(x) existiert und dass F stetig und

monoton wachsend ist.

(c) Zeigen Sie: F ′(x) = 0 für alle x ∈ [0, 1] \ C.

Anmerkung: Es gilt ausserdem F (C) = [0, 1], d.h. die Cantor-Funktion bildet die
Nullmenge (!) C stetig auf das Intervall [0, 1] ab.
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