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1) Nicht-messbare Menge.

In R wird durch 2 ~ y & 2 —y € Q eine Aquivalenzrelation definiert. Die
zugehorigen Klassen sind die Mengen a4+ Q mit a € R, und esist a+Q =0+ Q &
a—be Q. Sei AC [0,1] eine Menge, die aus jeder Aquivalenzklasse genau einen
Vertreter enthélt (hierzu braucht man das Auswahlaxiom).

Zeigen Sie:
(@) (r+A)N(s+A) =0firr,scQ,r#s.
(b) Fiir S := U{r—i—A dr < 1,re Q} gilt [0,1] € S C [-1,2].

(c) A ist nicht messbar.

2) Eigenschaften von L'-Funktionen.

(a) Zu Q C R" sei f € L}(Q). Zeigen Sie (aus Bemerkung 2.9):

(i) Fiir eine beliebige Familie von messbaren Mengen €; C Q mit || — 0 gilt

‘f|—>0

9

(ii) Zue > 0 gibt es Qy C Q, |Q] < 00, s0 dass/ |f] <e.
0\Q0

(b) Folgern Sie, dass

Jr=3],

fir Q = (J,cn U, €4 messbar und paarweise disjunkt (aus Satz 2.8).



3) Konvergenzsitze.

Uberpriifen Sie jeweils, welche Voraussetzungen der Sitze von Beppo Levi und
Lebesgue sowie des Lemmas von Fatou erfiillt werden und welche nicht. Geben
Sie jeweils den punktweisen Limes f : {2 — R an.

(a) Sei © := [0,1] und r; eine Abzdhlung der rationalen Zahlen in ). Sei
fr : @ — R definiert durch fy(r;) =1 fiir j =1, ...,k und fi(x) = 0 sonst.

(b) Sei Q := R und f; : Q@ — R definiert durch fi(z) := 1 fir —k < 2 < k und
f(z) = 0 sonst.

(c) Sei ©:=[0,1] und f; : @ — R definiert durch fi(z) := k fiir 0 < 2 < ¢ und
fx(z) = 0 sonst.

4) Variante der majorisierten Konvergenz.

Sei 2 C R™ messbar und f : Q@ — R. Sei (f;) eine Folge messbarer Funktionen
auf €2, die fast iiberall gegen f konvergiert. Desweiteren gelte |f(z)| < g(z) fiir
fast alle x € 0 mit einer integrierbaren Funktion ¢ : 2 — R. Zeigen Sie, dass f
integrierbar ist.
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