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1) Hilbertraume.

Sei K = R oder K = C und sei X ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung
(-,-) : X x X — K heisst Sesquilinearform, falls fiir x,z1, xs,y,y1,y2 € X und fiir
a € K gilt:

(i) {(az,y) = alz,y), (z, ay) = alz,y),
(11) <1‘1 + .Tg,y) = <1‘1,y> + <.T2,y>, <.T,y1 + y2> = <.T,y1> + <.T,y2>-

Die Sesquilinearform heisst symmetrisch, wenn fir x,y € X gilt

(i) (z,y) = (y,x)
und positiv definit, wenn fiir x € X
(iv) (z,z) > 0und (z,2) =0 < x =0.

Eine positiv definite symmetrische Sesquilinearform heisst Skalarprodukt.

(a) Zeigen Sie, dass durch (u,v) = / u(x)v(x)dz ein Skalarprodukt auf L*(Q, K)
Q
definiert wird.

(b) Zeigen Sie fiir u,v € L?(Q,K) die Parallelogrammidentitiit:

lu+vliZe + llu = vllze = 2 (Jlullz> + [[vllz:)

2) Funktionen in LP.

Sei 1 <p < oo. Zu a € R definiere f: R* — R, f(z) := ||z

(a) Untersuchen Sie, fiir welche a € R die Funktion f in LP(Q2), Q := Bg(0) \ {0}
1st.

(b) Untersuchen Sie, fiir welche @ € R die Funktion f in LP(Q), Q := R3\ Bg(0)
ist.

(c) Sei 1 <p < g<oound Q:= Bg(0)\ {0}. Untersuchen Sie, fiir welche a € R
die Funktion f in LP(2) aber nicht in L9(2) ist.



3) Konvergenz in LP.

Sei {2 C R™ messbar und 1 < p < oo. Zeigen Sie:

(a) Zu jeder Cauchy-Folge (fi)ren in LP(2) gibt es eine Teilfolge (fx,)ien und ein
f e LP(Q), so dass fr, — f punktweise fast iiberall.

(b) Konvergiert die Folge (fx)ren in LP(2) gegen f € LP(Q), so existiert eine
Teilfolge (fx, )ien, die punktweise fast iiberall gegen f konvergiert.

(c) Auf die Auswahl einer Teilfolge in (b) kann i.a. nicht verzichtet werden.

(d) Es gibt beschréankte Folgen ( fx)ren in LP(2), die keine punktweise (fast iiberall)
konvergente Teilfolge besitzen.
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