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Kapitel I: Der n-dimensionale Raum R"” - eine Einfiihrung

1.1 Kapitel (I.1): Definitionen

Charakter dieser Einfiihrung:

e Riickgriff auf Kenntnisse aus der Schule

Weiterfithrung auf den R”, Ausblicke

Beispiele fiir spitere Definitionen

e noch keine Systematik

1.1.1 Ziele

In diesem Abschnitt wollen wir den R" einmal als Punktmenge und einmal als Vek-
torraum definieren.

1.1.2 Vorbereitung: Mengenbegriff nach Cantor

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohlverschiedenen Objekten
(genannt “Elemente”) unseres Denkens oder unserer Anschauung zu einem Ganzen.

Notation fiir Mengen: Grofie Buchstaben, oft M, N, .. ..
Lies “a € M” als “qa ist Element von M”.
Lies “M > o” als “M enthilt o”.
Beispiele fiir Mengen:
N7 Za Q7 R7 (C7 {a} ) ¢
Der Menge ¢ kommt eine Sonderrolle zu, es handelt sich um die leere Menge. Die
leere Menge enthilt offensichtlich keine Elemente.
Schreibweise:

{z € M|z hat Eigenschaft}

Hier nun ein Beispiel fiir die Schreibweise:

Ry ={zeR|z >0}

1.1.3 Definition (I.1.a): Teilmenge

M ist Teilmenge von N wenn fiir jedes m € M gilt: m € N.
Schreibweise: M C NoderM C N
Falls M # N ist wird auch folgende Schreibweise benutzt: M G N
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Der R" als Punktmenge

1.1.4 Fiir n = 1: R! - die Zahlengerade

Die iiblichen Rechengesetze (Addition, Multiplikation, etc.) gelten. Zum Beispiel das
Distributivgesetz: a- (b+c¢)=a-b+a-c

Diese Operationen sind allerdings noch nicht fiir die Punktmenge definiert. Diese
Definitionen kommen erst spéter.

Wir konnen uns den R! geometrisch als Zahlenstrahl veranschaulichen:

| | | | | -
\ \ \ \ \

-2 -1 0 +1 42

Abbildung I-1: Die geometrische Veranschaulichung des R*

1.1.5 Fiir n = 2: R? - die Ebene

Wir kénnen uns den R? geometrisch als Ebene veranschaulichen:

<

Abbildung I-2: Die geometrische Veranschaulichung des R?

Der R? ist definiert als R? = {(z,y) | 7,y € R}. Dabei wird (z,y) als Paar bezeichnet.

1.1.6 Fiir n = 3: R? - der Raum

Wir kénnen uns den R? geometrisch als Raum veranschaulichen:

\J
<

T

Abbildung I-3: Die geometrische Veranschaulichung des R3

Der R? ist definiert als R® = {(z,y, 2) | 2,9,z € R}, (z,y, 2) wird als Tripel bezeichnet.
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1.1.7 Definition (I.1.b): R”
Der R" ist definiert als:
R™ = {(xl,xg,...,mn) \xl,xg,...,mn ER}

(x1,x9,...,2,) wird als n-Tupel bezeichnet. (manchmal auch als geordnetes n-Tupel).

Zwei n-Tupel sind gleich wenn gilt:
(1,2, ) = (Y1, Y2y -« -, Yn) S T1 =Y1,T2 = Y2y, Tn = Yn

Lies “:<” als “per Definitionem” oder “genau dann wenn”.

1.1.8 Motivation fiir die Einfiihrung des R"
e n=1,2,3: Gerade, Ebene und Raum (aus der Anschauung heraus).
e n = 4: Raum-Zeit-Kontinuum in der Physik.

e 1 beliebig: siehe Beispiele weiter unten

1.1.9 Beispiele fiir die Nutzung des R"”, n > 4

1. Beispiel: Lager mit n Artikeln A; ... A,. z; sei die Mafieinheit des Artikels A; auf
Lager. Die moglichen Lagerzustinde kdnnen nun folgendermafien aussehen:

{(@1,...,2,) €R|0 < 2; <150 fiir i = 1,2,...,6 oder 0 < z; <60 fiir i =7,8,...,10}
2. Beispiel: Lineare Gleichungssysteme: Es sei folgendes Gleichungssystem gegeben:

(%) 1+ 22 +3r3+ x4+ 25 —x6+ax7+28 = 1
£E1+$271’371’471’5 = 0

Fiir die Losungsmenge L von (x) gilt nun allgemein:
L = {(z1,...,25) €R® ’ (21,...,28) erfiillt (x)}

Es ist relativ einfach zu sehen, dafi L # ¢, da triviale Lésungen wie x1,...,27 =0 und
rgs = 1 existieren.

Subtrahieren wir nun die beiden Gleichungen voneinander, so erhalten wir:
To +4x3 +2x4 + 225 —x6+ 27 +283 = 1
Losen wir die Gleichung nach - auf, so erhalten wir:
To = —dx3—2x4—2x5+ x5 —2T7 —28+1
Laut der zweiten Gleichung von (x) gilt:
14+ T —23—2T4—25=0 <& 2x1=-—-To+T3+T4+T5
Setzen wir nun z, ein, so ergibt sich:

rKE = —Xy+T3+ x4+ 25

= —(—dws—2x4—225+a6—x7—2s+1)+x3+ T4+ 25
4rs +2x4 + 225 —x6 +x7 + 28 — 1+ T3 + T4 + 5
= b5r3+3r4+3r5 —wg+x7+18—1

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Definitionen



Seite I-4 Lineare Algebra I - Vorlesung

Somit ist (z1,...,25) Losung von (x). Es gilt:
() 1 = bra+3x4+3ws —x6+a7+285—1
To = —4x3—2x4—2x5+2x5 — 27 —28+1
Umgekehrt: Sind z3,..., x5 beliebig gewihlte reelle Zahlen und berechnet man z; und
xo gemaR (xx), so ist (z1,...,zs) eine Lésung von (x).
Beweis: Einsetzen und ausrechnen.
Also gilt fiir die Losungsmenge:
L = {(x1 =5x3+3x4+ 325 — w6+ 27+ 25 — 1,
To = —4x3 — 214 — 225 + x5 — T7 — X8 + 1,
$3,...,$8) €R8}
Eine wichtige Eigenschaft von L:L C R3
Allgemeines Gleichungssystem aus m Gleichungen und n Unbekannten:

a1y + ...+ A1nTn = b1
ags1x1 + ...+ A2nTn = bQ
AmiZi + ... + amnTn = bm

aij,bs ERmiti=1...mund j=1...n.
Fiir die Losungsmenge L gilt im allgemeinen:

L={(x1,...,2n) € R"|(21,...,2,) erfiilllt (xxx)}
Zudem gilt allgemein: L. C R"

R"™ als Vektorraum
Auf dem R” sind Addition und skalare Multiplikation definiert.

1.1.10 Addition und Multiplikation im R!

Addition im R':

| | | |

\ \ \ =
0 a b a+b

Abbildung I-4: Addition im R!

Multiplikation im R':

| | |
-

0 a 3-a
Abbildung I-5: Multiplikation im R!

Die Addition erfolgt mittels gerichteten Strecken. Die Multiplikation 1&f3t sich auf die
Addition von gerichteten Strecken zuriickfiihren. Fiir die Addition und Multiplikation
gelten die iiblichen Rechengesetze.
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1.1.11 Addition und Multiplikation im R?
Ein Vektor ist eine gerichtete Strecke P—C)Q fiir P,Q € R?
P

\P'é

‘ N
Q

\j

Abbildung I-6: Ein Vektor im R?

Wichtig: Vektoren haben eine Richtung und eine Linge.

— — — —
Fundamental: PQ) = RS :< P und RS haben die gleiche Richtung und Linge.
Behauptung: Seien P = (a1,b1),Q = (az2,b2), R = (c1,d1),S = (c2,d2) € R? dann gilt:

— —
PQZRS = (ag—al,bg—bl):(02—01,d2—d1)

Wir wollen nun obige Behauptung beweisen. Da es sich um eine Aquivalenz handelt
beweisen wir erst von links nach rechts und dann von rechts nach links.

“=": Zuerst fertigen wir eine Skizze an:

\j

Abbildung I-7: Skizze der Vektoren

Nun erginzen wir die Vektoren zu rechtwinkligen Dreiecken und benennen die neuen
Eckpunkte:

Abbildung I-8: Skizze nach Ergédnzung der Vektoren zu Dreiecken
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PV
Durch Parallelverschiebung ergibt sich: APQQ; — ARSS;
Damit sind die Lingen von PQ und RS identisch.
Zudem gilt: PQ1 =as—a; und RS1=c3—0c
Setzen wir ein, so erhalten wir: as —a; =c3 — 3.
Analog wird fiir b, — by = ds — d; verfahren.
“e" ag —ap = ¢ — ciundby — by = do — di. Betrachte wieder Dreiecke: APQQ1 lﬂ
ARSS;. Nach Voraussetzung gilt: PQ; und RS; sind gleich lang, sowie QQ; und 55,
sind auch gleich lang. Zudem sind die von P(Q; und Q@); beziehungsweise RS; und

SS, eingeschlossenen Winkel gleich grofs (90°). Also gilt nach Pythagoras: PQ hat die
gleiche Linge wie RS. Aus der Kongruenz der Dreiecke folgt: PQ und RS haben die

gleiche Orientierung. Also: P—Q —RS. O

Bisheriges Ergebnis: Die Vektoren in der Ebene lassen sich durch die Elemente des

R? beschreiben. Wir schreiben z = (a,b). In unserem Beispiel P-Cj = (ag —a1,ba — b1)

1.1.12 Vektoren im R?

Vektoren im R? sind gerichtete Strecken zwischen zwei Punkten. Zwei Vektoren sind
gleich, falls deren Linge und Richtung identisch ist.

Vektoren im R? lassen sich durch Elemente des R? beschreiben:
_ Q
?Q

V2

P
U1

Abbildung I-9: Vektoren im R?
—_— —_—
Fiir PQ gilt: PQ = (v1,v2)

Interpretation von Vektoraddition und skalarer Multiplikation
Addition:

Abbildung I-10: Kommutativitdt der Vektoraddition

Vektoraddition mittels Addition der Komponenten:

a+c

Abbildung I-11: komponentenweise Addition von Vektoren
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Es sei u = (a,b), v =(c,d). Es gilt: u+v = (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
Skalare Multiplikation ) -« mit A € R.
Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:

e A >0 : )\u hat dieselbe Orientierung wie v und hat die Linge ist \-Linge von u.
e A < 0 : Au hat die entgegengesetzte Orientierung von u und hat die Linge
|A| ‘Linge u.
Sei u = (a,b) € R?, A € R.
Behauptung: A-u=(\-a,\-b).
Beweis: Wir unterscheiden zwei Fille:
1.Fall: Strahlensétze oder Trigonometrie verwenden:

Abbildung I-12: Strahlensatz fir A > 0

2. Fall: Strahlensitze oder Trigonometrie verwenden:
2
o
4 ] A

-~

Aa a

Abbildung I-13: Strahlensatz fiir A < 0

1.1.13 Definition (I.1.c): Der n-dimensionale Vektorraum R”

e Der n-dimensionale Vektorraum iiber R ist der R" versehen mit der Addition
und der skalaren Multiplikation.

e Addition: (z1,...,2n) + (Y1, Yn) := (@1 + Y1, -, Tn + Yn)-
e Skalare Multiplikation: A - (21,...,2,) := (A 21,..., A zp)

fiir alle A e R, (21,..., %), (y1,.--,Yn) ER™.

Betrachtet man den R" zusammen mit diesen Operatoren (= Verkniipfungen), so
nennt man die Elemente des R" auch Vektoren.

Bemerkungen:
o R = {(21,.-,2n) |1, ., 2n ER}

— als n-dimensionaler Punktraum in Verallgemeinerung von Zahlengrade, Ebe-
ne und Raum.

— als Raum von Vektoren.

e Verwendung von “+” und “-” in der Definition nicht einheitlich.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Definitionen
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1.1.14 Rechenregeln fiir Addition und skalare Multiplikation im R"
Es gilt:
e Assoziativitit der Addition: Vu,v,w € R gilt:
(u+v)+w = u+ (v+w)

e Neutrales Element: Fiir den Nullvektor 0 := (0,...,0) € R™ und fiir jedes v € R"

gilt:
O+v=v4+0=v
e Inverses Element: Fiir alle v = (v1,...,v,) € R” und sein Inverses —v = (—v1,...,—v,) €
R™ gilt:

v+ (—v)=(—v)+0v=0

Kommutativitit: Fiir alle v,w € R" gilt:

v+w = w-+ov

e DistributivitdtFiir alle v,w € R" und A, p gilt:
A+p)-v = XNv+p-v
A-(v+w) = Av+Aw

e Assoziativitit der Multiplikation:

A(p-v) = (A-p)-v

l-v = w

Beweise: hier kein Durchfiihrung, dem interessierten Studenten iiberlassen.

Wichtige Notationen: Yv,w € R": v —w = v+ (—w)

Geometrisch sieht die Subtraktion folgendermafien aus:

SN

v —w

Abbildung I-14: Vektor und sein inverser Vektor. Subtraktion zweier Vektoren
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1.2 Kapitel (I.2): Geraden und Ebenen im R"
1.2.1 geometrische Konstruktion einer Geraden
Die geometrische Konstruktion einer Geraden:

P+v
=
P
Abbildung I-15: geometrische Konstruktion einer Geraden

Analytisch: P+ (x1,...,2,).
Idee fiir eine Gerade v # 0: g,

P
Abbildung I-16: Idee fiir eine Gerade

Die Schreibweise g, beschreibt eine Gerade durch den Punkt P mit dem Richtungs-
vektor v.

Liegt nun ein Punkt ) auf der Geraden, so gilt:

Qegp, © PQ=X\v

Fiir P und Q@ soll gelten:

P = (z(l), ,x%)
Q = (xla- 7-rn)
—
Nun gilt fiir PQ:
PQ = (x1-2a%... @, —a0)

Zudem gilt fiir den Richtungsvektor v der Geraden:

vo= (vlv"'vvn)

Damit ergibt sich fiir die Gerade g, folgende Definition:

Ipypw = {($?+AI1,,$2+)\IH)|>\€R}
= {P+A-v|AeR)
= P+Rv

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Geraden und Ebenen im R"
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1.2.2 Satz (1.2.1)

Durch je zwei Punkte P,Q € R"” mit P # () geht genau eine Gerade.

Wir wollen nun diesen Satz beweisen. Wir werden folgendermafien vorgehen:

e zuerst weisen wir die Existenz nach.

e anschlieffend zeigen wir die Eindeutigkeit.

Existenz der Gerade: Wie betrachten die Gerade 9p. 50" Es gilt:

® 9p.5G 2 P fiir A =0, da P der Ortsvektor der Geraden ist.

® 9p.50 > Q fiir A\=1,da P-Cj der Richtungsvektor der Geraden ist; und die Summe
des Ortsvektor zu P und des Richtungsvektors P-Cj den Vektor zu () ergibt.

Eindeutigkeit der Geraden: Angenommen es gibt eine weitere Gerade IR # 9p.56
mit P,Q € IRsoe Also gibt es \g, o € R mit Ay # pg. Da P,Q € IRew sind muf fiir diese
beiden Punkte gelten: P= R+ A\ - v, Q = R+ pg - v. Bilden wir nun die Differenz der
beiden Gleichungen, so erhalten wir:

P—Q = R+X-v—[R+ po-v]
P-Q = R—R+X - -v—po-v
P—Q = X-v—po-v

P—-Q = (Ao—po) v

Nun ist laut Voraussetzung \g # . Also kdnnen wir ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit nach v auflésen:

1
v )\0*#0.(]3_@

— — —
Eine Aquivalente Schreibweise fiir P — @) ist nun QP. Zudem gilt: QP = —PQ. Wir
setzen ein und erhalten fiir v:

v = . = . — = - = .
Ao — Ho Ao — o — (Ao — po) Ho — Ao

v ist also von P-Q> linear abhingig. Also sind die Richtungsvektoren der beiden Ge-
raden gleich. Nun miissen wir noch nachweisen, dafs die beiden Geraden mindestens
einen Punkt gemeinsam haben (Damit haben die beiden Geraden natiirlich alle Punk-
te gemeinsam und sind identisch).

Weiter gilt fiir alle \ € R:
R+X-v=R+X-v+0=R+X-v+ A-v—X-v =R+X-v+(A=Xg) v
N——
=0
Nun gilt fiir P laut Voraussetzung: R+ \y-v =P
Wir setzen ein und erhalten: R+ A-v=P+ (A—X) v

Nun setzen wir noch unser Ergebnis fiir v ein und es ergibt sich:

)\—)\0 —_—=

PO
Ho — Ao

R+)\-v:P+(>\—)\0)~[ -P'Q’}:P+

Ho — Ao

Also: g, = 9p. 50" Wir erhalten also einen Widerspruch zu den Voraussetzungen.
Die beiden Geraden g, und g, 53 sind identisch.
5V P3PQ
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1.2.3 Satz (1.2.2): Eindeutige Beschreibung einer Geraden im R?: az +b=c

Sei ¢ C R?. Dann ist ¢ Gerade genau dann wenn es a,b,c € R gibt mit:

e (a,b) # (0,0)
° g=— {(x,y) €R2|a9:+by:c}
Genau dann wenn impliziert, dafs wir beide Richtungen beweisen miissen.

Beweis: “=”

g sei Gerade. Sei g = Ips Wie finden wir nun a, b, c? Ansatz: Notwendige Bedingung
ableiten. Alle Punkte von g sollen die Gleichung az + by = ¢ erfiillen. Fiir P und v
gilt:P = (p1,p2), v = (v1,v2)

Fiir alle \€ Rgilt: ax +by=c < a-(p1+A-v1)+b-(p2+A-1m)=c

Wihlen wir A = 0 so ergibt sich:

a-(pr+0-v1)+b-(p2+0-v2)=c & a-pi+bp=c (¥
Wihlen wir A =1 so ergibt sich:
a-(pr+1-v1)+b-(p2+1-v2)=c & a-prt+a-vi+b-pa+b-va=c (xx)
Nun bilden wir die Differenz von (xx) und (x):
a-prta-vi+b-per+b-vo—la-pi+b-pl=c—c < a-vi+b-vy=0

Nun miissen wir eine Fallunterscheidung vornehmen:
1. Fall: v; =0,v2 #0

Situation: Der Richtungsvektor v der Geraden ist in diesem Fall:

v = (0,v9)

Abbildung I-17: Richtungsvektor v = (0, v3)

Das heifdt, fiir alle Q = (z,y) gilt:

Qeg & Q=@E1+A-0p2+A-v2)=pLp2+A12) & z=p
Es ergibt sich eine Gleichung der Form az +by =cmit a =1, b =0, ¢ = p;.
Also: 1-2+0-y=p1 & x=p
2. Fall: v; #0

Zuerst noch einmal die aus den notwendigen Bedingungen abgeleiteten Gleichungen:
a-p1+b-pr=c a-vy+b-vo=0
Nun nehmen wir die zweite Gleichung und teilen durch v;, da v; # 0 laut Vorausset-

zung:

V2
a-v1+b-vy=0 & a-vi=-b-vy & a=-b-—
U1

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Geraden und Ebenen im R"
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Jetzt setzen wir das Ergebnis in die erste Gleichung ein:

v v
a-pr+b-pp=c & [—b-—Q] ‘p1+b-pp=c & —b-pl-—2+b-p2:c
U1 U1

Anschliefend wihlen wir b := v;. Es ergibt sich: a = —v; - 5—? = —vy

Nun nehmen wir die erste Gleichung der notwendigen Bedingungen und es ergibt
sich fiir c:

c=a-p1+b-ps=—vy-p1+v1-p2
Bisher haben wir herausgefunden: (z,y) €g = ax+ by = ¢ existiert.

Umkehrung: Sei (z,y) € R? mit az + by = c. Nun setzen wir a,b und c ein und es gilt:
V2T +V1Y = —U2-p1+UL-P2

Nun l6sen wir nach y auf und erhalten:

v1rYy = —U2:p1+U1-p2t+U-T
V2 U1 V2
y = ——pt+t—pt—-z
U1 U1 U1
U2 U2
Yy = —prtp2t+—-7 (% *)
U1 U1
Nun wollen wir zeigen, daft der Punkt P auf der Geraden g liegt:
(z,y) = (p,p2) = (z—p1,y—p2)
Nun setzen wir y aus (x % *) ein und es gilt:
V2 V2
(x —pr,y—p2) = (l’—ph—— pLtp2t — -w—pz)
U1 U1

( (] (]
(x'—Plv—E%'Pl*-;?'$) = (w'—lh,;?'(—P14-$))

V2 r—p1 T —Pp1
($plva'(xpl))(v1' 01 , U2+ 01 )

T —P1
U1

“(v1,v2)

Damit ist die Differenz eines beliebigen Punktes auf der Geraden g und eines Punktes
P ein vielfaches des Richtungsvektors v der Geraden. Also liegt P auf der Geraden g.
“<:”:

g= {(x, y) € R? ‘ ar + by = c} mit (a,b) # (0,0). Nun ist zu zeigen: g ist eine Gerade.
Nun sei b # 0 oBdA (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit). (Wéihlen wir a # 0
miissen wir das folgende Argument umdrehen). Nun 16sen wir nach y auf:

a-x+b-y=c & by=c—a-zx & yzg—%-x (A)

Sei (z9,y0) Losung der Gleichung, dann gilt: (z,y) — (20,%0) = (x — x0,y — Yo)
Nun miissen y und y, die Gleichung (A) erfiillen. Es gilt: y = ¢ — ¢ -2, yo = — ¢ - 2o
Wir setzen ein und erhalten:

C a C a

R e e NS RO

. :L'fl‘(). o Tr — X :IL'fl‘(). .
(bb,a<b>) 3 (b,—a)

Also ist (z,y) € Yo, yo)s(b, —a)® also eine Gerade.

Umgekehrt liefert Yo, yo)s(b, —a) wie im ersten Fall eine Gleichung und zwar ax + by = ¢

Hierzu setzen wir folgende Werte ein: z¢g = p1, yo = p2, b =v1 und —a = v
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1.2.4 Zusammenfassung: R" als Punktmenge und Vektorraum
Es existieren zwei Interpretationen fiir dasselbe Symbol R":

R - Punktemenge
" | Vektorraum: Vektoren,+ \-v

Wir werden Vektoren nicht als ¥ bezeichnen. Stattdessen:

e Vektoren als kleine lateinische Buchstaben.
e Skalare als kleine griechische Buchstaben.

e Punkte als grofie lateinische Buchstaben

Obige Notation gilt in der Regel. Wie immer wird es Ausnahmen geben.

1.2.5 An- beziehungsweise Abtragen von Vektoren

P
Abbildung I-18: Ein Punkt P und ein Vektor v

Um den Vektor v am Punkt P abzutragen verschieben wir ihn:

Abbildung I-19: Vektor v abgetragen am Punkt P

Formelmiiflig:
P+v = (p1,..-,pn) + (vi,...,0n)
= (p1+v15"'7pn+vn)
P ist ein Punkt, v ist ein Vektor, (p; + v1,...,p, + v,) ist wiederum ein Punkt.

Fiir den R" ist auch folgende Schreibweise moglich:
Z1
R* = 5 r; €R

Tn

Diese Variante wird auch als Spaltenraum bezeichnet. Der Spaltenraum hat dieselbe
Bedeutung wie der Zeilenraum und ist nur eine schreibtechnische Variante.
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1.2.6 Geraden im R"

Sei v # 0. Fiir die Gerade in der Parameterdastellung gilt:

Ip, = {PtA-v[AeR}=P+Ro
43'4P+/\~v
v
44‘P

Abbildung I-20: Eine Gerade im R"

1.2.7 Satz (1.2.3): Durch P,Q, P # (Q geht genau eine Gerade.

Beweis: Analog zum Beweis von (1.2.5).

1.2.8 Satz (1.2.4)
g C R? ist eine Gerade genau dann, wenn es a,b,c € R, (a,b) # (0,0) gibt mit
g = {(z,y) ER2|am+by:c}

Obige Geradengleichung wird als “Gleichungsform” bezeichnet.

Beweis: Analog zum Beweis von (1.2.6).

1.2.9 Anmerkung zur Notation von Mengen

A C B: Jedes a € A ist auch in B enthalten = A ist eine Teilmenge von B.

A C B hat zwei Bedeutungen: Teilmenge beziehungsweise echte Teilmenge: A C
B,A+B
Aufgrund dieser Doppelbedeutung werden wir die Notation A C B nicht verwenden.

Fiir eine echte Teilmenge schreiben wir: A ; B.

1.2.10 Ebenen im R"

Intuitiv: Eine Ebene bendtigt zwei unabhingige Richtungsvektoren:

P+'uv ................ P+ u+p-v
v
P u «"P—i—)\ U

Abbildung I-21: Eine Ebene im R"
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1.2.11 Definition (I.2.a): Ebene
Gegeben P € R", linear unabhingige Vektoren u,v. Dann heifst
Ep,o={P+Xutp vlpAe R} =P+Ru+Rov

die Ebene welche durch u und v aufgespannt wird.

1.2.12 Definition (I.2.b): Die triviale Darstellung der Null

Die triviale Darstellung der Null lautet: 0-u; +...+0-ux =0

1.2.13 Definiton (I.2.c): Begriff der linearen und nicht linearen Abhingigkeit

Begriff der linearen Abhingigkeit: uy,...,u; € R” heiffen linear unabhingig, wenn aus
einer Relation a1 -u1+...+ai-ur =0, a; e Rfiir i =1,..., k stets folgt: a1 =... = a; = 0.

1. Definition: Gegeben u,v € R".

1. u,v sind linear unabhingig (lin. unabh.) & u # 0,0 # 0 und fiir alle A € R, A #0
gilt v # X - u.

2. Bessere Definition: u,v sind linear unabhiingig :< aus o -u+ - v = 0 folgt stets
a=06=0.

Nun wollen wir die Aquivalenz dieser beiden Definitionen beweisen. Da wird die
Aquivalenz zeigen wollen gehen wir folgendermafRen vor:

e Aus 1. Definition = 2. Definition. Aus 2. Definition = 1. Definition.

e = (1. Definition < 2. Definition).

“1. Definition = 2. Definition”:

Zu zeigen: sind Vektoren nach der 1. Definition linear unabhingig, so sind sie auch
nach der 2. Definition linear unabhingig:

Seien u,v linear unabhingig gemify 1. Definition, sei o -u+ - v = 0. Zu zeigen:
a=06=0.

Wir fiihren nun einen Beweis durch Widerspruch: Annahme: nicht o« = § = 0, also
a # 0 oder G #0.

Sei @ # 0 und «-u+ [ - v =0. Daraus folgt:

B
«

a-ut+p-v=0 & au=-F-10 & u=-——-v

Falls 0 = 0 folgt: v =0 = Widerspruch zur 1. Definition.

Falls 3 # 0 folgt: u = fg -v = Widerspruch zur 1. Definition.
Also bleibt der Fall « = 0,5 # 0. Dann folgt: 5-v=0 = 0v=0
Situation: v = 0. = Widerspruch zur 1. Definition.

“2. Definition = 1. Definition”: Selbst oder nie.

2. Definition: Gegeben: ui,...,u; € R™. uj,...,u; heilen linear unabhingig, wenn aus
(einer Relation) oy - uj +... 4+ ay - up = 0 stets folgt: a; = ... = o =0.
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3. Definition: ui,...,u; sind linear abhiingig << es existieren «g,...,a, nicht alle
a; = 0 mit
a1 ur+...4+ap-u, = 0
(0 ist nicht-trivial darstellbar als Linear Kombination von ug,...,us).
(%)
< es gibt ¢ mit u; ist LK (Linearkombination) der Vektoren uy,...,u;—1,%it1,. .., Uk.

Beweis von (). Beweis der Aquivalenzaussage durch A = B, B = A.
“:”:
Nach Voraussetzung: a; -u; + ...+ oy - upy = 0 und ein «; # 0. Nun gilt:

0 = a1 -ur+...+oi-1 U—1+ 0 - Ui + Qg1 - Uigp1 + ... F O - Uk
a; Uy = —01-U]p — 0. —O3—1 " Uj—1 — Aj41 " U1 — .. — O - U
o aq Q51 Q41 Qg
(7 = —_— Uy — ... — cUj—1 — U1 — e — T S U
&%) &%) Q; %)
u; ist also eine LK der Vektoren ui,...,u;—1,u;+1,u;. = Behauptung.
“<:”:
Nach Voraussetzung gibt es u;, so dafy u; LK von wuq,...,u;—1,u;y1,ur. Also:
U; = a1~u1+...+ai,1~ui,1+o¢i+1~ui+1+...ak~uk

Addition von (—u;) auf beiden Seiten ergibt:
0 = ar-ur+...+ai—1 w1+ (—u1) + Qg1 Uig1 +...0f - ug

Der Koeffizient a; = —1 # 0. Das heifst: Null ist nicht trivial dargestellt. = Behaup-
tung.

1.2.14 Beispiel: lineare Unabhiingigkeit und Abhingigkeit von Vektoren
Gegeben seien u; = (1,2),us = (2,4) ,usz = (1,5).
Fragen:

1. Sind wq,us linear unabhingig?

2. Sind uj,us linear abhingig?

zu 1) Sei a-uy + G- uz = (0,0). Also: («,2a)+ (5,56) = (0,0). Das heifit:

a+p =0

20+ 56 = 0
Man hat die Losungen dieses Gleichungssystems zu untersuchen. Die erste Gleichung
liefert: @« = —(. Einsetzen der Losung der ersten Gleichung in die zweite Gleichung

liefert: —23 + 58 = 0 = 30 = 0. Also folgt aus dem Gleichungssystem: o = 0,0 =
0. Das Gleichungssystem hat also nur die triviale Losung. Damit sind u;,us linear
unabhingig.
zu 2) Es gilt: o - (1,2) + (- (2,4) = (0,0). Dies ergibt folgendes Gleichungssystem:
a+28 = 0
20+46 = 0
Das Gleichungssystem hat nicht triviale Lésungen. Beispiel o = -2, 5= 1.
Nun wollen wir noch einmal Ebenen genauer betrachten:

E:Ep;u,v:PJrRquRv

Jetzt wollen wir wie in Satz (1.2.3) und (I.2.4) fiir die Gerade analoge Aussagen fiir
die Ebene beweisen.
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1.2.15 Satz (1.2.5)

Durch drei nicht kollineare Punkte gibt es genau eine Ebene.

1.2.16 Satz (1.2.6)

E C R? ist Ebene genau dann, wenn es a,b,c,d € R gibt mit

(i) (a,b,c) #(0,0,0)
(ii) E = {(z,y,2)|ax + by + cz = d}

1.2.17 Satz (1.2.6)’

g CR3 ist Gerade genau dann, wenn es a,b,c,d € R und o/,V’,c,d’ € R gibt mit:
(i) (a,b,¢) #(0,0,0) und (a’,¥’, ) # (0,0,0).
1) g=1(r,y,2)|lax +by+cz=dad,a’x+0y—+cz=
ii b d,a’'z +b '2=d

Wir werden Satz (I.2.6") nicht beweisen. Eine Gerade im Raum wir durch zwei sich
schneidende Ebenen definiert, die nicht parallel oder identisch sein diirfen.

1.2.18 Theorie zur linearen Unabhingigkeit von Basen

Vorbereitung: a,b,c,d € R. Die Determinante einer 2 x 2-Matrix ist definiert als:

a b
. d‘ = a-d—b-¢c

Behauptung:

(i) (a,b),(c,d) € R? sind linear unabhingig < Z ‘ =a-d—b-c#0

a
c
(ii) (a1,...,an),(b1,...,b,) € R" sind linear unabhingig < Ji,j mit i #j:

a; aj

b; b

:ai~bjfaj~bi7é0

Beweis zu (i):
“<:”
Sei a - (a,b) + 8- (¢,d) = (0,0) Nun kénnen wir folgendes Gleichungssystem aufstellen:

I: a-a+pB-c = 0
II: a-b+p-d = 0

Nun multiplizieren wir [ mit b und /7 mit ¢ und erhalten:

I: a-a+p-c =
II: a-b+p-d =
S a-ab+B-be =
AN a-ab+f-ad =

o O oo
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Nun bilden wir die Differenz der beiden Gleichung:

= a-ab+ 0 -bc— (a- ab+ﬂ ad) = 0-0
& B-(bc—ad) = 0
= (—1)- ~(be—ad) = (-1)-0
= B-(ad—bc) = 0
Laut Voraussetzung ist #0=0=0.
Fiir o gehen wir nun analog vor:
Nun multiplizieren wir I mit d und I/ mit ¢ und erhalten:
I: a-a+fB-c = 0 |d
II: a-b+p8-d = 0 |c
& arad+fred = 0
A a-bc+f-ed = 0
Nun bilden wir die Differenz der beiden Gleichung:
= a-ad+pf-cd—(a-bc+f-cd) = 0-0
& a-(ad—bc) = 0

Laut Voraussetzung ist ’ (é Z ‘ #0=a=0.

Das Gleichungssystem hat nur eine triviale Lésung.
“=" (mittels Widerspruchbeweis)

Angenommen a-d —b-c=0. Hieraus ist ein Widerspruch zu den Voraussetzungen zu
zeigen.

Nach der Voraussetzung gilt: (a,b) # (0,0),(¢,d) # (0,0). Nun nehmen wir eine Fall-
unterscheidung vor:

e Fall ¢ # 0. Nun gilt fiir d:
b
a-d=b-c=0 & d=--c
a

Nun setzen wir das d in den Vektor (c¢,d) ein und erhalten:

(c,d) = (C,S-C) —c- (12) :2-(a,b)

Also sind die Vektoren linear abhiingig. Widerspruch zur Voraussetzung.

e Fall b # 0. Dito (Nach c auflésen).

Beweis zu (ii):

“<:”

Gegeben sei o - (a1,...,a,) + 8- (b1,...,b,) = 0. Nun betrachten wir die i-te und j-te
Position der Vektoren:

a-a; + - b;
[ a]— + ﬂ . bj =
Wir erhalten: « - (a;,a;) + 5 (bi,b;) =0
Nach (i) gilt: a =3 =0.
“:”
selbst, oder in den Ubungen und Tutorien.
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1.2.19 Beispiele fiir lineare Unabhéingigkeit

Seii=2,j=10. Also | 92 %10 | £
ba  bio
(n—1
Insgesamt gibt es ( ; ) = % verschiedene 2 x 2 Determinanten.

Beispiel: o3 - (1,2,3) + a2 - (0,6,7) + a3 - (6,1,4) = 0= (0,0,0)
Bemerkung: Aus dem Kontext heraus wird klar, daft mit der “0” ein Vektor gemeint
ist.

Wir erhalten ein Gleichungssystem:

l-o1+0-a9+6-a3 = 0
2-a01+6-a0+1-aa35 = 0
3~a1+7-a2+4~a3 = O

Man hat nun das Gleichungssystem zu untersuchen; fiir lineare Unabhéingigkeit ist
zu zeigen, dafl das Gleichungssystem nur eine triviale Lésung hat.

1.2.20 Definition (I.2.d): Basen im R”

Basen: u,v Basen im R? :&

(i) u,v sind linear unabhingig

(ii) jedes w € R? ist LK von u,v, das heifdt es existieren o, € R mit w =a-u+ 3 v.

Beispiel: Seien u =e; = (1,0) und v =e3 = (0,1).

Fiir einen beliebigen Vektor (a,b) € R? gilt: (a,b) =a-e; +b-es.

Behauptung: Aus (i) folgt (i7).

Gegeben: linear unabhiingige Vektoren u,v mit v = (a,b), v = (¢,d). Zudem sei ein
Vektor w gegeben mit w = (r, s).

Zu finden sind o, € R mit w = o -u+ - v gegeben.

Das heifst: Das Gleichungssystem

a-a+p-c = r
a-b+p-d = s
ist nach o, 3 auflésbar unter der Voraussetzung, dafs ‘ (Cl Z } # 0. Zuerst formen wir

das Gleichungssystem um:

I: a-a+pf-c = r |d
1I: a-b+p-d = s |c
S a-ad+B-ed = rd

A a-bc+pB-cd = sc

Nun subtrahieren wir die Gleichungen voneinander und erhalten:

= a-ad+f-cd—(a-be+f-cd) = rd—sc
& a - (ad — be) rd — sc

Nun schreiben wir die Terme als Determinanten um:

a

a-(ad—bc)=rd—sc < «a- c

IS~
|
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r s
. o e c d . a b
Fiir a ergibt sich:a = et wobei laut Voraussetzung e d # 0.
c d
Wir verfahren analog fiir g:
I: a-a+fB-¢c = r |b
II: a-b+p-d = s |a
& a-ab+pG-be = br
AN a-ab+B-ad = as

Nun subtrahieren wir die Gleichungen voneinander und erhalten:

= a-ab+f-bc—(a-ab+P-ad) = br—as
= B-(bc—ad) = br—as
= B-(ad—bc) = as—br

Nun schreiben wir die Terme als Determinanten um:

a b a
< f-(ad—bc)=as—br < (- c d‘_’T ’
a b
. . . ros . a b
Fiir 3 ergibt sich: 3 = PR wobei laut Voraussetzung ‘ ¢ d ’ # 0.
c d

Bisher: Gibt es eine Lésung o, von w = a - u+ (- v, so sind «, 3 eindeutig.
Durch nachrechnen ergibt sich, daff die angegebenen o, 5 die Lésung sind.
u,v,w Basen im R? :&

(i) u,v,w sind linear unabhingig

(ii) jedes z € R? ist LK von u,v,w, das heifit es existieren «, 3,7 € R mit

z=a-u+p-v+vy-w

Beispiel: Seien v =e; = (1,0,0), v =e3 =(0,1,0) und w =e3 = (0,0,1)
Fiir einen beliebigen Vektor (a,b,c) € R? gilt: (a,b,c)=a-e; +b-e2+c-e3.

Behauptung: Aus (i) folgt (ii) (Ohne Beweis = spiter in allgemeiner Form).
Zusatz: z=a-u+ [ -v+7v-w, a,,v sind eindeutig.

1.2.21 Basiserginzung im R?

Seien u, v linear unabhiingig, dann gibt es w € R3, so da® u,v,w eine Basis bilden.

Beweis: Zur Verdeutlichung eine Illustration:

Abbildung I-22: u, v, w bilden eine Basis

Fiir w muf$ gelten: w ¢ Ey, .

Spéiter werden wir noch systematisch an die Basiserginzung herangehen - dieses Bei-
spiel ist nur ein Vorgeschmackt.
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1.2.22 Beweis von Satz (1.2.5)

Zur Erinnerung: Durch 3 nicht kollineare Punkte P,Q, R geht genau eine Ebene F
mit:

Beweis:

Abbildung 1-23: P, Q, R sind nicht kollinear

P,Q, R sind nicht kollinear = P—Cj, P_)R sind linear unabhingig. Damit ist EP;P-Q,P—R'
eine Ebene, die die Punkte P, @, R enthilt.

Die Eindeutigkeit der Ebene zeigt man ungefihr so wie bei der Gerade (Aufgabe auf
Ubungsblatt 3, Aufgabe 2).

1.2.23 Beweis von Satz (I1.2.6)
Zur Erinnerung: Die Ebene ist in Gleichungsform gegeben durch:
ar+by+cz = d mit (a,b,¢)#(0,0,0)

Beweis: Zuerst iiberfithren wir die Gleichung in die Parameterdarstellung.

Da (a,b,c) # (0,0,0) laut Voraussetzung sei OE (Ohne Einschrinkung) a # 0. Ldsen
wir die Ebenengleichung nach z auf, so erhalten wir:

d b c
ar+by+cz=d <& r=—-———-y——-z
a a a

Nun Setzen wir z fiir den Punkt P = (z,y, z) ein. Es gilt:

d b c
($7yaz) = _—_'y—a'%y,z

Il
7N\
=
o
~
+
QI
—
<
e
o
=
+
|
7
o
=)

IS
a2

y und z sind beliebig. Daher erfiillt P die Gleichung:

P e B 00)5(-b,a,0),(~c,0,a)

Notation: das Semikolon hinter dem Stiitzvektor trennt diesen von den Richtungs-
vektoren.
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1.2.24 'Wandlung der Parameterdarstellung einer Ebene in eine Gleichung
Es gibt mehrere Moglichkeiten:
e Determinantengleichungen (spiter)

¢ Kreuzprodukt, Hesse Normalform ((1.3.2))

e unter Verwendung von Satz (1.2.6)

Gegeben sei F = E,

$USV

und seien u, v linear unabhingig.

Erginze u,v zu einer Basis im R?. Das heiftt fiir jeden Vektor z:

z = a-u+p-v+vy-w
—>
Ist Qe = PQ=a-u+p-v+v-w,dannQeFE & yo=0.
—
Sei P = (p1,p2,p3), Q@ = (q1,92,¢3). Nun gilt fiir PQ:
—
PQ = Q-P

= (¢1 —p1,92 — P2,q3 — p3)
= (q1—p1)-e1+(g2—p2)-e2+ (g3 —p3)-es3

Nun setzen wir fiir die Basen e, €5, 3 folgendes ein:

eg = ap-ut+pfr-vt+y-w
e = ay-u+fo-v+y2-w
e3 = a3 u+fB3-vt+yz-w
Es ergibt sich:
PQ = (g1 —p1)-e1+ (g2 —p2)-e2+ (g3 —p3) -e3

= (gg—p1) (1 -u+pBr-v+vy-w)+ (g2 —p2) (2 -u+Po-v+v2 w)
+ (g3 —p3)-(a3-u+pPs-v+v3-w)

Nun multiplizieren wir aus und erhalten:
—_—
PQ = a-ut+pB-v+ [(@n—p1) 7+ (q2—p2) 2+ (g —ps3) sl w

7Q

QeE&vy=0.
Unbekannt sind ¢1, ¢2, q3. Es gilt:

G-t q-v2+q-v3 = pr-vi+p2-v2+DP3-73

1.2.25 Definition (I.2.e): k-dimensionaler affinen Unterraum
Wir definieren einen k-dimensionaler affinen Unterraum als
P+Ru;+...+Rur wobei wui,...,u; linear unabhingig sind
Die beiden einfachsten Fille sind uns schon unter anderen Namen bekannt:
e 1-dimensional: Gerade: P +Ru, u # 0 (< u linear unabhingig).

e 2-dimensional: Ebene: P + Ru + Rv, u,v linear unabhingig.
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1.3 Kapitel (I.3): Skalarprodukt im R"

1.3.1 Definition (I.3.a): Das Skalarprodukt zweier Vektoren

n
Seien z,y € R": (z,y) ::in-yi dabei z = (z1,...,2n), Y= (Y1, -, Yn)
i=1

1.3.2 Definition (I.3.b): Norm eines Vektors

Die Norm eines Vektors = definieren wir mit Hilfe des Skalarproduktes: |z| := \/(z,z)

Seien z,7’,y,7’ € R", a € R. Eigenschaften der Norm:

(1) (z,y) = (y, )
(i) (z,y+y") = (z,y) + (2,¢) und (z +2",y) = (z,y) + (2',y)
(iii) (o 2,y) =a-(z,y) und (z,a-y) =a- (z,y)
(iv) Ungleichung von Cauchy-Schwartz:
Kz, <zl - [yl

Zusatz: Gleichheit gilt in der Cauchy-Schwartzschen Ungleichung (CSU) falls
die Vektoren linear abhingig sind.

(v) lz] =0 & 2=0
(vi) ozl = |af - [l]|
(vii) Dreiecksungleichung: ||z +y| < ||z] + ||y||

Die Beweise fiir (i)-(iii) erfolgten auf dem Ubungsblatt 1.
Zu (iv): Beweis der Cauchy-Schwartzschen Ungleichung. Behauptung

((z,), @y )] =z -2’ +y-y| < Ve +2 (@) + (y)
Zuerst wollen wir einfach mal ein paar Werte ausprobieren:
Wihle 2 = (2,7), y = (1,—4). Einsetzen liefert:

1(2,7),(1,—4))| = |2 — 28] = 26 < V53 - V17T = /22 + 72 - /11 + (—4)°

In diesem Fall ist die Ungleichung erfiillt.

Hier nun der allgemeine Beweis:

Wir nehmen zuerst eine Fallunterscheidung vor:
1. Fall y =0 (0 ist Vektor!):

[, 0)] < Jl[| - o] & Y w-0<[z]-0 & 0<0
=1

2. Fally#0 = |y||#0
Nun berechnen wir folgendes Skalarprodukt:
(i)
0<{(xz+Ay,x+ \y) = (x,z) + (x, \y) + (x, Ay) + (\y, Ay)
(#i1)
= {z,2) +2X-(z,y) + 2% (y,)
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)\ ist beliebig. Wir erhalten eine Gleichung, die grofe Ahnlichkeit zu einer quadrati-
schen Gleichung aufweist. Wir nehmen nun eine quadratische Ergéinzung vor:

(2 + 20 (2, y) + X - {y,0)

— . 2 . <I,y> T. T
= e[ +22 S (o.a)
_ . 2 <I7y> <I,y> 27 <I,y> ? Tz
Y _/\ 2 <y,y>+<(y,y>> ((y,y>> * @)
_ e oy @w) (@] (@)
Y _/\ 2 <y,y>+<(y,y>> & =) <(y7y>)
_ Ty, @]’ oy )
= W _A+<y,y>] ) = )
_ Ty, @]’ @) wy) - (@)’
= W _A+<y,y>] " (,v)
Nun wihlen wir A mit A = — (z,y) . Wir setzen ein und erhalten:
(y,9)

(@, 7) - (y,y) = (w,)°
(y,9)

& 0 <(na)-(yy - ()’

& Az <zl vl

< Kyl <=zl -yl

& 0

Anmerkung: Eine Norm ist immer positiv. Daher kénnen wir den Betrag weglassen.
Noch zu zeigen: “Gleichheit” < z,y sind linear abhingig.

“<” (Leicht)

Wihle z = 0. Einsetzen liefert:

O, < 0l -llyll & > 0.y <0yl & 0<0
i=1

Wihle z # 0. Dann folgt aufgrund der linearen Abhingigkeit: y = o -z mit a € R.
Einsetzen liefert:

gl < ]l - [lyll
& ozl < ] - lo-2f
& Ja(z,o) < 2] [ol-
& al-[(z,2)] < af-[|2] - ||z
s ozl < lal- )

“:>”
Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:

1. Fall y=0 = z,y sind linear abhingig nach Definition der linearen Abhingig-
keit.
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2. Fall y # 0. Zudem wird Gleichheit angenommen. Nach (x) folgt (Wurzel ziehen!):

(z,9)
z4+ Myl =yl [A +
I I [yl w.0)
2 2 2 2
Anmerkung: ‘22 W y) = (@y)" _ 2l lyl” = {z.y)
Ist nun die Gleichheit von ||z|®-|jy||*> = (z,1)> & ||z||- || = |(z,y)| angenommen, so gilt:

2 2 2
2l” - Nyl = (. y)

=0
(v, )
A ist beliebig.Wir setzen \ = % und erhalten:
Y,y
(%yq { (z,y) (w7y>]
T+ Ny = . {A + = e + =0
[l + Xyl = [y 1) [yl oy W
=0

Wir haben (v), (vi), da diese direkt aus den Definitionen folgen.
Zu (vii) folgt aus der CSU. Idee:

lz+yll* = (@ +y,2+y) = (@,2) + 2 (z,y) + (1, y)

Ergebnis der obigen Umformung in die C'SU einsetzen.

Praktische Bedeutung des Skalarproduktes und der Norm
1.3.3 Abstand von P,Q € R"

Hier am Beispiel fiir n = 2:

Yo —yp

T —ITp
Abbildung I-24: Abstand zweier Punkte im R?

In diesem Fall gilt fiir den Abstand von P und @Q (nach Pythagoras):

d(P.Q) =/ (wg ~=r)’ + (yq — yr)* = | PO
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1.3.4 Winkel zwischen zwei Vektoren im R?, R3: £ (u,v)

Es gilt: (u,v) = |lu]| - ||v] - cos £ (u,v)

u
Abbildung I-25: Winkel zwischen v und v

(gilt laut Schule)
Nun Ausdehnung auf den R": Nach C'SU gilt:

@l _

(@ o) < [l2[ - llyll <
]l -yl

Nun definieren wir:

— =)l wobei U, v ™
cos (£ (u,v)) := Tl T b £ (u,v) € [0, 7]

1.8.5 Satz (I.3.1): Der Cosinussatz ¢? = a® + b*> — 2ab - cosy

(&
Abbildung I-26: Der Cosinussatz im R?

Beweis fiir den R":

c
A

Abbildung I-27: Der Cosinussatz im R"

Nun gilt:

% &l
I
Al
+
Q
sy

= a2+b2+2-ab~cosi(A—)C7C—B))
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Betrachtung des Winkels:

A
Abbildung I-28: 8 = £ (AC,CB)

Es gilt (cosa = —cos (1 — a)):
—_— —
cos £ (A , B)
Wir setzen ein und erhalten:

2 = a®>+b>—2-ab-cosy

1.3.6 Orthogonalitéit von Vektoren

Seien u,v # 0. Nun gilt: (y,v) =0 < wulo.

Grundaufgabe: Zu gegebenen u,v,... finde z mit ulz,vlz,...

1.3.7 Definition (I.3.c): Kreuzprodukt in R?

Das Kreuzprodukt ist nur im R3 definiert. Gegeben seien = = (a1, a2, a3), y = (b1, b2, b3).
Das Kreuzprodukt zweier Vektoren ist definiert als:

xxy<

Wir gehen bei den Determinanten zyklisch vor. Beachte die zweite Position.

ag as
ba b3

az Qi
bs b

ay as
by b2
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1.3.8 Satz (1.3.2):

Seien z,y linear unabhiingig. Dann gilt:
(i) vlr,y < wv=a-(xxy)fireinack
(ii) [lz < y[l = [l - lyll - sin (£ (2, 3))

Die geometrische Bedeutung von (ii): Die Fliche des Parallelogramms, das durch x
und y aufgespannt wird:

- T AN \\\\\\\\\\\ """

Abbildung I-29: ||z| - |ly|| - sin £ (z,y)

1.3.9 Hessesche Normalenform der Ebene

Betrachtung der Ebene gegeben in Parameterdarstellung:

P u
Abbildung I-30: Parameterform der Ebene: E=P+R-u+R-v

Idee: Wir ersetzen u und v durch einen auf ihnen senkrecht stehenden Vektor:

n

Abbildung I-31: Hessesche Normalform der Ebene: E : (x,n) =d

Der Normalenvektor der Ebene ng steht senkrecht auf u,v: nlu,v . Das heifst:
nya-u+p-v)y=a-{nu)+ G- (n,v)y=0

Eine Méglichkeit np zu berechnen ist n = u x v.
Nun betrachten wir einen Punkt Q = (z,y, z). Fiir P gilt: P (a,b,¢). Nun gilt:

RQelF & P_C)QJ_n & <n,P_Q)>:O

Man erhilt die Hessesche Normalform der Ebene:

<TL, P> = <’I'L, Q> And <TL, (aa b, C)> = <n7 (l’, Y, Z)>
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