
���������
	��������	��
n ��� ����	�������� �!����	#"$��%&�

Rn � 	����&	�'(���*),+�-&�.%��&/ 01	����.	� �32
465�798�:<;>=@?BADCE;GF

n H�I 8�JK;>LNM<8POQL95Q=P;SRT5VU9J
Rn H ;>8PL9;SWX8PL9Y[ZN\NFBUNL9]

^`_�^ acbedgf�h*ikj
(I.1) lnm i�ogp�f�h&frq(p$ikp

sut<v&wxv&y�z�{|wN}e~�{1��{�w��g~��e���<t<w[�<�e�<�
• � �e��y���w[~��cv&�e�$��{1�e��z��e~�����{�v&�e��}<{|w9�k�xt��<��{
• � {1~,z�{|wx���etkw[�e�<�@v&�e��}e{1�

Rn �B� �e���B��~���y!{
• � {|~����B~�{1��{N���<w����B *z�{�w[{D¡9{|¢e�e~,z�~�£¤�<{1�
• �e£��xt¥y!{1~��e{n��¦���z�{1§¨v&z�~,y

©¤ª�©¤ª�© « ~�{1��{
¬ �c}<~�{|��{1§ � �e���xt<�e~,z�z�V£¤����{1�®�~�w9}e{1�

Rn
{|~��<§¯v&�Gv&����°��e�<y�z�§¨{1�e�!{±�<�e}²{1~��e§¨v&�³v&����´�{|y�µz�£!wxw[v&�<§¶}<{|¢B�<~�{|wx{1� ª

©¤ª�©¤ª¸· ´�£!wx�({|wx{1~�z��e�<�<�g¹º{|�e�¤{|���»{|�!w[~,�X�ev&�xt¼suv&��z�£�w
�g~��e{N¹½{1�e�!{N~���zV{1~��e{ « �e��v&§¯§¨{1�<��v&�����e�e��¾!£¤�¯�({1��z�~�§¨§nz�{1�nV£¤te�,¾!{|w[����te~�{1}e{1�<{1�®¿���À�{|y�z�{|�Á �¤{1�<v��<��z�Âx����{1§¨{1��z�{[Ã[Ä��e�<��{|wx{1��¡9{|�<y!{1�e��£�}e{�w��e�e��{|w[{|w � �e���xtev&�e�<�e�¨Å �®{1~��<{1§ÇÆ9v&�eÅ {1� ª
È £!z�v*z�~�£¤�É���<w�¹½{1�e�!{1�»��ÆNw[£!Ê�{ � �e�xt<��z�v&�({1� � £!�Ëz M, N, . . .

ª
Ì ~�{1�gÂ

a ∈ M
Ãnv&���#Â

a
~���z�����{|§¯{|��zu¾!£¤�

M
Ã ª

Ì ~�{1�gÂ
M 3 a

ÃÍv&���#Â
M

{1��z�te &�,z
a
Ã ª

� {|~����B~�{1��{N���<wN¹½{1�e�!{1�»�
N, Z, Q, R, C, {a} , φ¡9{�w±¹½{1�<�¤{

φ
y!£¤§¨§nz9{1~��e{¯��£¤�<}e{|wxwx£¤����{@Å � � {1�9tev&�e}<{1��z���~��xtÎ�e§Ï}e~�{Ð��{|{|w[{�¹½{1�e�!{ ª ¡N~�{��{1{|w[{�¹½{1�<�¤{�{1��z�te &�,z�£!�({1�<��~��xt�z���~��xtÉy!{1~��<{D�g��{1§¨{1��z�{ ª

�k��t<w[{1~,��V{1~���{¤�
{x ∈ M |x t<v*zX�g~��¤{1�<���xt<v���z }Ñ ~�{|w����e�®{1~�� � {1~����B~�{1�(���<w�}e~�{n�k��t<w[{1~,��V{1~���{¤�

R+ = {x ∈ R |x ≥ 0}

©¤ª�©¤ª�Ò ¡9{|¢e�e~,z�~�£¤�
(I.1.a)

��Ó»{1~���§¨{1�e�!{
M

~���z�Ó³{1~���§¨{1�<�¤{�¾¤£!�
N

u{|�e�®���kwgÀ�{1}e{1�
m ∈ M

�¤~���z �
m ∈ N

ª
�k��t<w[{1~,��V{1~���{¤�

M ⊆ N
£�}e{|w

M ⊂ NÔ v������
M 6= N

~���zÕ�~,w[}®v&�e��t²�Ë£¤���¤{1�<}e{D���xt<w[{|~���V{1~���{��({1���<z�Å�z��
M $ N
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m i��
Rn

b`j��
	���p�³h�� i<p�� i
©¤ª�©¤ª�� Ô �<w

n = 1
�

R1 µQ}e~�{ « v&t<��{1�<�¤{|wxv�}<{
¡9~�{��k�B��~��xt<{1� � {1�xt<{1�e�!{1��{�z�Å { Á � }e}<~�z�~�£¤� � ¹½�e�,z�~,�B��~�y&v*z�~�£!� � {|z�� ª Ä��¤{1�,z�{|� ªg« �<§ � {1~����e~�{1��}<v&�¡9~���z�w[~,�B�kz�~,¾��¤{1��{|z�Å��

a · (b + c) = a · b + a · c¡9~�{1��{X¿��({|wxv&z�~�£¤�e{|� ��~��<} v&����{|w[}<~��<�¤�±�e£��xt �<~��xt�zÍ���<w¨}<~�{É°��e�<y�z�§¨{1�e�!{¥}e{�¢B�e~�{|wxz ª ¡9~�{1��{¡9{�¢B�e~,z�~�£!�e{1�Éy!£¤§¨§¨{1�¯{|w[��z����e *z�{|w ª
� ~,w�y��!�e�<{1�®�e�<��}e{1�

R1 �!{1£¤§¨{|z�w[~����xt¯v&��� « v&te��{1�e��z�w[v&t<�³¾¤{�w[v&�e����tev&�e��~���te{1�(�

−2 −1 0 +1 +2

� ���&��� � %&�&/� �32 �`����	�/�	�� ��	��.�
�����3-&	 � 	��3�������3-���%������3-1%&�&/ � 	�� R1

©¤ª�©¤ª�� Ô �<w
n = 2

�
R2 µQ}e~�{����({1�<{

� ~,w�y��!�e�<{1�®�e�<��}e{1�
R2 �!{1£¤§¨{|z�w[~����xt¯v&�����$�({1�e{9¾!{|w[v&�<���xt<v��<��~��xt<{1�»�

�� P = (x0, y0)
y0

x0

y

x

� ���&��� � %&�&/� � Ù*�`����	�/�	�� ��	��.�
�����3-&	 � 	��3�������3-���%������3-1%&�&/ � 	�� R2

¡9{�w
R2 ~���z�}e{�¢B�e~�{|wxz�v����

R2 = {(x, y) |x, y ∈ R} ª ¡Nv*�»{|~³�~,w[}
(x, y)

v&����°$v�v*wN�»{|Å�{1~��xt<�e{|z ª

©¤ª�©¤ª�� Ô �<w
n = 3

�
R3 µQ}e{�w � v&�e§

� ~,w�y��!�e�<{1�®�e�<��}e{1�
R3 �!{1£¤§¨{|z�w[~����xt¯v&��� � v&�e§ ¾!{|w[v&�e���xtev&�e��~��xte{1�(�

��

x

z

y

x0

y0

z0

P = (x0, y0, z0)

� ���&��� � %&�&/� �! �`����	�/�	�� ��	��.�
�����3-&	 � 	��3�������3-���%������3-1%&�&/ � 	�� R3

¡9{�w
R3 ~���z�}e{�¢B�e~�{|wxz�v����

R3 = {(x, y, z) |x, y, z ∈ R} � (x, y, z)
�~,w[}¥v&����Ó(w[~,�»{|�e�({1Å�{|~��xt<�e{|z ª

Þ�2 �`�$	�ß��&���.��� �&	�� -|���.�k�#"$"�)��.�����.-�Û ���[�
-&	����[�
��%�Û %&�&� ��� � �.�.�V%�� � Û � 	&"��'���.���*�



���������
	��������	��
n ��� ����	�������� �!����	#"$��%&�

Rn � 	����&	�'(���*),+�-&�.%��&/ 01	����.	� �! 
©¤ª�©¤ª � ¡9{|¢e�e~,z�~�£¤�

(I.1.b)
�

Rn

¡9{�w
Rn

~���z�}<{|¢B�<~�{�wxz�v&�����
Rn = { (x1, x2, . . . , xn) |x1, x2, . . . , xn ∈ R}

(x1, x2, . . . , xn)
�~,w[}¥v&���

n
µ3Ó»�<�({1�»�({1Å {1~��xte�<{|z ª Á §¯v&�<�xte§¨v&�³v&�e��t²v&�����¤{|£!w[}<�e{|z�{1�

n
µ
Ó³�k�({1��Ä ª

« V{1~
n
µ3Ó»�<�({1�»��~��e}¥�!��{1~��xtÉV{1�<�®�¤~���z �

(x1, x2, . . . , xn) = (y1, y2, . . . , yn) :⇔ x1 = y1, x2 = y2, . . . , xn = ynÌ ~�{1�gÂ
:⇔ÃÍv&����Â��({|w�¡9{|¢e�e~,z�~�£¤�<{1§nÃ�£k}<{|wVÂx�¤{|�ev&�®}ev&�e�¥V{1�<��Ã ª

©¤ª�©¤ª�� ¹º£�z�~,¾&v*z�~�£¤� ���<wN}e~�{��g~��e�Ë�et<wx�e�e�Í}e{1�
Rn

• n = 1, 2, 3
��Æ9{|wxv�}<{ � �$�»{|�e{��e�<} � v&�<§ Á v&�e��}<{|w � �<���xt<v��<�e�<�¯t<{|w[v&�e�xÄ ª

• n = 4
� � v&�e§@µ « {1~,z�µ
�N£!��z�~����e�<§K~��®}e{|w�°�t�¦���~�y ª

• n
�({1��~�{|�e~��k�g��~�{|te{ � {1~����B~�{1��{NV{1~,z�{|w��<��z�{1�

©¤ª�©¤ª�� � {1~����e~�{1��{9�Ë�<w�}e~�{ È �<z�Å��<�e�Ð}<{1�
Rn, n ≥ 4

©¤ª � {1~����e~�{|��� Ì v&�¤{|w9§¯~,z
n � w�z�~,y¤{|���

A1 . . . An

ª
xi

��{|~G}e~�{±¹½v*Ê�{1~��et<{1~�zÕ}e{1� � wxz�~�y!{1���
Ai

v&�e�Ì v��!{|w ª ¡N~�{�§ �¤�!��~��xt<{1� Ì v&�¤{|wxÅ��<��z� ��<}e{Dy��!�e�<{1�®���e�®��£!���!{1�e}<{|w[§¨v*Ê�{1�Év&�<����{|te{1�(�
{

(x1, . . . , xn) ∈ R10
∣
∣ 0 ≤ xi ≤ 150

���kw
i = 1, 2, . . . , 6

£�}e{|w
0 ≤ xi ≤ 60

�Ë�<w
i = 7, 8, . . . , 10

}

·�ª � {1~����e~�{1�r� Ì ~��e{|v&wx{ÍÆ9��{1~��xt��e�<�¤����¦���z�{1§¨{¤�$�g����{1~(��£¤���¤{1�<}e{1��Æ9��{|~��xt��<�e�!����¦���z�{|§Ç�!{1�¤{��»{|�»�

(∗)
{

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 + x5 − x6 + x7 + x8 = 1
x1 + x2 − x3 − x4 − x5 = 0

Ô �<w�}<~�{ Ì �¤���e�e�!��§¨{1�<�¤{
L

¾¤£!�
(∗) �¤~��,zÕ���<�®v������¤{1§¨{1~��»�

L =
{

(x1, . . . , x8) ∈ R8
∣
∣ (x1, . . . , x8)

{|w[���<���,z
(∗)

}

�g��~���zuw[{1��v*z�~,¾¥{1~��e�Ëv���t²Å �®��{|te{1� � }ev*Ê L 6= φ � }<vÍz�wx~�¾�~�v&��{ Ì �¤���<�e�!{1�É�~�{
x1, . . . , x7 = 0

�e�<}
x8 = 1

{���~���z�~�{|w[{1� ª
�k�k�ez�w[v&te~�{|w[{1�¥�~�w����e�®}<~�{��({1~�}e{|�XÆ9��{|~��xt��<�e�!{1�É¾!£¤�e{|~��<v��<}e{|w � ��£@{�w[tev&�,z�{1�¥�~�w1�

x2 + 4x3 + 2x4 + 2x5 − x6 + x7 + x8 = 1

Ì �¤��{|�É�~,wN}<~�{nÆ9��{1~��xt��e�<�Ð�ev&�xt
x2

v&�e� � ��£@{|w[t<v&��z�{1�¥�~,w1�
x2 = −4x3 − 2x4 − 2x5 + x6 − x7 − x8 + 1

Ì v��kz�}e{|w�Å�V{1~�z�{1�XÆ9��{1~��xt��e�<�@¾¤£!�
(∗) �!~��,z��

x1 + x2 − x3 − x4 − x5 = 0 ⇔ x1 = −x2 + x3 + x4 + x5�k{�z�Å {1�¥�~,w����e�
x2

{1~�� � ��£@{|w[�!~��<z���~��xt(�
x1 = −x2 + x3 + x4 + x5

= − (−4x3 − 2x4 − 2x5 + x6 − x7 − x8 + 1) + x3 + x4 + x5

= 4x3 + 2x4 + 2x5 − x6 + x7 + x8 − 1 + x3 + x4 + x5

= 5x3 + 3x4 + 3x5 − x6 + x7 + x8 − 1
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�k£!§¨~�zu~���z
(x1, . . . , x8)

Ì �¤���<�e�@¾!£¤�
(∗) ª �����¤~���z �

(∗∗)
{

x1 = 5x3 + 3x4 + 3x5 − x6 + x7 + x8 − 1
x2 = −4x3 − 2x4 − 2x5 + x6 − x7 − x8 + 1

� §¨�!{|y¤{|t<wxz �g�k~��e}
x3, . . . , x8

�({1��~�{|�e~��N�¤{|V &te�,z�{�w[{1{1����{ « v&te��{1�Ð�e�<}@�»{�w[{1�xt<�e{|z�§¨v&�
x1

�e�<}
x2

�¤{1§¨ *Ê
(∗∗) � ��£@~���z

(x1, . . . , x8)
{|~��<{ Ì �!���e�<�Í¾!£¤�

(∗) ª
� {�u{|~�� �#�g~��e��{|z�Å�{1�É�e�e}Év��<��w[{|�xte�<{1� ª
� ����£@�¤~���zÕ���<w�}<~�{ Ì �¤���e�e�!��§¨{1�<�¤{¤�

L = {(x1 = 5x3 + 3x4 + 3x5 − x6 + x7 + x8 − 1,

x2 = −4x3 − 2x4 − 2x5 + x6 − x7 − x8 + 1,

x3, . . . , x8) ∈ R8}�g~��e{��~��xt�z�~��¤{��g~��¤{|�e����tev&�Ëz�¾!£¤�
L
�
L ⊆ R8

� �����¤{1§¨{1~��e{|�ÕÆ9��{1~��xt��e�<�¤����¦���z�{1§ v&�e�
m

Æ9��{1~��xt��<�e�¤{|�¥�e�<}
n
� ���({|y&v&�e��z�{1�»�

(∗ ∗ ∗)







a11x1 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + . . . + a2nxn = b2ÛÛÛ ÛÛÛ Û Û Û ÛÛÛ ÛÛÛ ÛÛÛ ÛÛÛ
am1x1 + . . . + amnxn = bm

aij , bi ∈ R
§¯~,z

i = 1 . . .m
�<�e}

j = 1 . . . n
ª

Ô �<w�}<~�{ Ì �¤���e�e�!��§¨{1�<�¤{
L

�¤~���zÕ~�§ v&�����¤{|§¯{|~��<{1�»�
L = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | (x1, . . . , xn)

{|w[���<���,z
(∗ ∗ ∗)}« �<}e{1§ �!~��,z�v&�����!{1§¨{1~��(�

L ⊆ Rn

Rn
b`j����ni�³h*q����&b � �

� �e��}e{1§
Rn

��~��e} � }e}e~,z�~�£!�®�e�e}®��y&v&��v*w[{�¹½�e�,z�~��e��~,y&v*z�~�£¤� }e{|¢e�e~�{|wxz ª
©¤ª�©¤ª�©�� � }<}e~,z�~�£¤�®�<�e}®¹½�e�,z�~��e��~,y&v*z�~�£¤�¯~�§

R1

� }<}e~,z�~�£¤�¥~�§
R1 �

a + b
b
a

0 a b a + b

� ���&��� � %&�&/� � � � � �&� ���.��� �9���
R1

¹½�e�,z�~,�B��~,y&v&z�~�£¤�É~�§
R1 �

0 a 3 · a

3 · a
a

� ���&��� � %&�&/� ��� �	��%&���.���&����%[���.��� �����
R1

¡9~�{ � }<}e~,z�~�£¤�±{|w[��£!����z#§¨~�z�z�{1�����!{|w[~��xt�z�{�z�{1�Ð��z�w[{1��y!{1� ª ¡9~�{�¹½�e�,z�~,�B��~�y&v*z�~�£!�±�� *Ê�z#��~��xtÍv��<� }e~�{
� }<}e~,z�~�£¤��¾!£¤�D�¤{�w[~���t�z�{|z�{1�n��z�w[{|��y¤{|�±Å �<w[�<��y����<t<w[{1� ª Ô �kwg}<~�{ � }<}e~,z�~�£¤���<�e}�¹½�e�,z�~��e��~,y&v*z�~�£¤��¤{|��z�{1�¥}<~�{��k�B��~��xt<{1� � {1�xt<{1�e�!{1��{|z�Å { ª

Þ�2 �`�$	�ß��&���.��� �&	�� -|���.�k�#"$"�)��.�����.-�Û ���[�
-&	����[�
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	��������	��
n ��� ����	�������� �!����	#"$��%&�

Rn � 	����&	�'(���*),+�-&�.%��&/ 01	����.	� ���
©¤ª�©¤ª�©¤© � }<}e~,z�~�£¤�®�<�e}®¹½�e�,z�~��e��~,y&v*z�~�£¤�¯~�§

R2

�g~��É´�{�y�z�£�wN~���zÕ{1~��e{��¤{�w[~���t�z�{|z�{±��z�w[{1��y!{ −−→
PQ

���kw
P, Q ∈ R2

��

−−→
PQ

P

Q

� ������� � %&�&/� ��� �B' ��� � 	 %|�.���>��� R2

� ~��xt�z�~��k�#´�{|y�z�£!w[{|�®tev*�({1�¥{1~��e{ � ~���t�z��<�e�Ð�e�<}®{1~��e{ Ì  ��<�¤{ ª
Ô �e�e}<v&§¯{|��z�v&�r� −−→

PQ =
−→
RS :⇔ −−→

PQ
�<�e} −→

RS
tev*�({1�®}e~�{��¤��{1~��xte{ � ~��xt�z��<�e�Ð�<�e} Ì  ��<�¤{ ª

� {|tev&�<�<z��<�e�<�Q�k{1~�{1�
P = (a1, b1) , Q = (a2, b2) , R = (c1, d1) , S = (c2, d2) ∈ R2 }ev&�<�²�!~��,z �
−−→
PQ =

−→
RS ⇔ (a2 − a1, b2 − b1) = (c2 − c1, d2 − d1)

� ~,w�V£¤����{1� ���e�®£��B~��¤{ � {|tev&�<�<z��<�e�Í�({|V{1~���{1� ª ¡NvÍ{1����~���t¥�e§ {1~��e{������<~�¾&v&��{1�eÅ9tev&�e}<{1��z�({|V{1~���{1�¯�~�w�{|wx��zÕ¾!£¤�X��~��ky����ev&�xt®w[{|�xt�z����<�e}®}<v��<�®¾¤£!�¥w[{1�xt�z����ev&�xtX��~��<y�� ª
Â ⇒Ã�� « �e{|wx��z���{�wxz�~��¤{|�É�~,wN{|~��<{n��y�~�Å�Å {Dv��(�

�	


�
�

��

R

SP

Q

d1

d2

b1

b1

−−→
PQ

−→
RS

a1 a2 c1 c2

� ������� � %&�&/� � Ú1� 0 %1��×�×�	 � 	�� � 	�%��
� �
	��
È �e�Ð{�w[�¤ &�eÅ {1�Ð�~,wV}e~�{�´�{|y�z�£!w[{1�ÐÅ �Ðw[{1�xt�z
�~��ky���~��¤{|�Ð¡Nw[{1~�{1��y!{1�¨�e�<}Ð�»{|�e{1�<�e{1�@}<~�{��<{1�e{|��g��y��B�e�ky�z�{!�
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¡9�kw[�xtX°$v&wxv�����{1��¾!{|w[���xte~�{|�e�e�e�Ð{�w[�¤~,�ez���~���t»� 4PQQ1

PV
→ 4RSS1¡9v&§¨~,z���~��e}É}e~�{ Ì  &�e�!{1�¥¾!£¤�

PQ
�e�<}

RS
~�}e{1��z�~����xt ª

« �<}e{1§ �!~��,z��
PQ1 = a2 − a1

�<�e}
RS1 = c2 − c1�k{�z�Å {1�¥�~,w�{1~�� � ��£@{|w[t<v&��z�{1�¥�~,w1�

a2 − a1 = c2 − c1
ª

� �ev&��£!�Í�~,w[}®���kw
b2 − b1 = d2 − d1

¾!{|w[��v&t<wx{1� ª
Â ⇐Ã��

a2 − a1 = c2 − c1
�e�<}

b2 − b1 = d2 − d1
ª � {|z�w[v&�xt�z�{¥�~�{|}e{|wÍ¡Nw[{1~�{1��y!{¤� 4PQQ1

�e�<}
4RSS1

ª È v&�xtX´�£!wxv��<����{|z�Å �e�<�¨�¤~���z �
PQ1

�<�e}
RS1

��~��e}®�!��{|~��xtX��v&�e� � ��£1�~�{
QQ1

�<�e}
SS1��~��e}Îv&�<�xt �!��{|~��xt½��v&�e� ª¥« �<}e{1§ ��~��e}Î}<~�{Ð¾!£¤�

PQ1
�<�e}

QQ1
�({1Å�~�{1t��<�e�¤��V{1~���{

RS1
�e�<}

SS1
{1~��e�¤{|���xt<��£!����{|�e{1� � ~��<y!{1�B�¤��{1~��xt@��w[£!Ê Á

900 Ä ª � ����£��!~��,z#�<v���t¯°#¦�z�tev&�!£!w[v&���
PQ

tev*zQ}e~�{�¤��{1~��xte{ Ì  &�e�!{D�~�{
RS

ª � �<��}e{|w���£¤�<�!w[�<{1�eÅ�}<{|w�¡Nw[{|~�{1��y¤{D��£!����z��
PQ

�e�<}
RS

tev*�({1�®}e~�{
�¤��{1~��xte{n¿�w[~�{1��z�~�{|wx�e�e� ª � ����£<� −−→

PQ =
−→
RS

ª
�

� ~���t<{|w[~��¤{1���$w[�¤{��B�e~�����¡9~�{±´�{|y�z�£!wx{1�c~��¼}<{|w��$�({1�e{±��v&����{1�X��~��xt¼}<�<w[��t }e~�{±����{|§¯{|��z�{n}e{1�
R2 �({1���xt<w[{|~��({1� ª � ~,w����xtkw[{1~,�({1�

x = (a, b)
ª ¬ �®�<�e��{�w[{1§ � {|~����B~�{1� −−→

PQ = (a2 − a1, b2 − b1)

©¤ª�©¤ª�©&· ´�{�y�z�£�w[{1�®~�§
R2

´�{|y�z�£!wx{1�É~�§
R2 ��~��e}¨�¤{�w[~���t�z�{|z�{D��z�w[{|��y¤{|�ÉÅ��~����xte{|�ÉÅ�u{|~(°��<�<y�z�{1� ªQ« V{1~`´�{|y�z�£!w[{|�É��~��e}�¤��{1~��xt � ��v&������}<{|w[{1� Ì  &�e�!{±�<�e} � ~���t�z��<�e�Ð~�}e{1��z�~����xt®~���z ª

´�{|y�z�£!wx{1�®~�§
R2 ��v&����{1�¥��~��xt®}<�<w[�xtX����{1§¨{1��z�{9}<{1�

R2 �({1���xt<wx{1~��({1�(�

��

��

P

Q

v2

v1

−−→
PQ

� ������� � %&�&/� ��� � � 	�%��
� �
	��9���
R2

Ô �<w −−→
PQ

�¤~���z � −−→
PQ = (v1, v2)¬ ��z�{�wx�ew[{�z�v*z�~�£!�X¾!£¤�¥´#{|y�z�£�w[v&}e}<~�z�~�£!�®�e�<}¥��y&v&��v&wx{|w9¹½�<��z�~��e��~,y&v*z�~�£¤�

� }<}e~,z�~�£¤�(�

v

u

v

u

u +
v

� ���&��� � %&�&/� �32 Ý��e��� ���V%&�
�[�
���1��� ��� � 	�� � 	 %|�
� �3� �&� ���.��� �
´�{|y�z�£!wxv�}<}e~,z�~�£¤�®§¨~,z�z�{1��� � }e}e~,z�~�£!�¥}e{|w���£¤§Ð�(£¤�<{1��z�{|�»�

a + c

a c

b

d

b + du

v

u + v

� ���&��� � %��&/� �
2�2 � % ���Õ�¤� ��	��|�.	��	�³	��¸�.	 � �&� ���
�����
��� � � 	 %|�.���.	��
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���������
	��������	��
n ��� ����	�������� �!����	#"$��%&�

Rn � 	����&	�'(���*),+�-&�.%��&/ 01	����.	� � Ú

�g�Õ��{1~
u = (a, b) � v = (c, d)

ª �g���!~��,z��
u + v = (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d)��y&v&��v*w[{D¹º�<��z�~,�B��~�y&v*z�~�£!�

λ · u §¯~,z
λ ∈ R

ª
� ~,w��e{1t<§¨{1�É{1~��e{ Ô v&�����e��z�{|w[���xte{|~�}<�e�e�@¾!£!w|�

• λ ≥ 0
�

λu
tev*z�}<~�{|��{1�,�({D¿�wx~�{1��z�~�{|w[�e�<�±�~�{

u
�e�e}®t<v*z�}e~�{ Ì  &�<�¤{D~���z

λ· Ì  &�e�!{n¾!£¤�
u
ª

• λ < 0
�

λu
tev*z®}e~�{½{1��z��¤{1�!{1�e�!{1��{|z�Å�z�{º¿�w[~�{1��z�~�{|w[�<�e� ¾!£¤�

u
�e�<} tev*zX}e~�{ Ì  &�e�!{

|λ| · Ì  &�<�¤{ u
ª

�k{|~
u = (a, b) ∈ R2 � λ ∈ R

ª
� {|tev&�<�<z��<�e�<�

λ · u = (λ · a, λ · b) ª
� {�u{|~�� � � ~,w��e��z�{|w[���xte{1~�}e{|�®Å V{1~ Ô  &����{!�
©¤ª Ô v����r�Q��z�w[v&te��{1�<�� *z�Å {D£�}e{|w�Ó(w[~��!£¤�<£¤§¨{|z�w[~�{N¾¤{|w�u{|�e}e{|�»�

a

λ · a

b

λ · bu

λ · u

� � �&��� � %&��/� �
2 Ù*� 0|�.�3��-���	����.���.×g),+&�
λ > 0

·�ª Ô v&��������z�w[v&te��{1�e�� &z�Å {n£�}<{|w�Ó»w[~��¤£!�e£¤§¨{|z�w[~�{N¾!{|wxV{1�<}e{1�(�

�� b

aλ · a

λ · bλ · u
u

� ������� � %&�&/� �32� � 0|�.�3��-&��	��!�.���.×g),+&�
λ < 0

©¤ª�©¤ª�©*Ò ¡N{|¢B�<~�z�~�£!�
(I.1.c)

��¡N{|w
n
µ
}e~�§¯{|�e��~�£¤�<v&��{�´�{|y�z�£!wxwxv��<§

Rn

• ¡9{�w
n
µ
}e~�§¯{|�e��~�£¤�<v&��{@´�{�y�z�£�wxw[v&�e§ �<�({|w

R
~���zn}e{|w

Rn
¾¤{|wx��{1t<{1� §¨~,zD}e{|w � }<}e~,z�~�£¤��<�e}¥}<{|w���y&v&��v&wx{1�®¹½�e�,z�~,�B��~�y&v*z�~�£!� ª

• � }<}e~,z�~�£¤�(�
(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) := (x1 + y1, . . . , xn + yn)

ª
• ��y&v&��v*w[{D¹º�<��z�~,�B��~�y&v*z�~�£!�»�

λ · (x1, . . . , xn) := (λ · x1, . . . , λ · xn)

���kwNv&����{
λ ∈ R, (x1, . . . , xn) , (y1, . . . , yn) ∈ R � ª

� {�z�w[v&�xt�z�{|z §¨v�� }<{1�
Rn

Å��<��v&§¨§¨{1� §¨~�zÍ}e~�{1��{1�T¿��({|w[v*z�£�w[{1� Á�� ´�{|w�y����<�B�Ë�e�e�!{1�`Ä � ��£�e{|�e��z�§¨v&�¥}e~�{��g��{1§¨{1��z�{9}<{1�
Rn

v&�<�xt®´�{|y�z�£!w[{1� ª
� {|§¯{�wxy��e�<�¤{1�(�

• Rn = { (x1, . . . , xn) |x1, . . . , xn ∈ R}
� v&���

n
µ3}<~�§¨{1�<��~�£¤�<v���{|w»°��e�ky�z�w[v&�<§ ~��9´�{|wxv������¤{1§¨{1~��e{|wx�e�e��¾!£¤� « v�t<��{|�e�!wxv�}<{ � ���({�µ�e{D�<�e} � v��<§ ª

� v&��� � v&�e§ ¾!£¤�¥´�{|y�z�£!wx{1� ª
• ´�{|w�u{|�e}e�<�e�@¾!£¤�ÐÂ

+
Ãn�e�<}ÐÂ ·ÃÍ~��®}<{|w�¡9{|¢e�e~,z�~�£¤� �e~��xt�z�{1~��et<{1~�z���~��xt ª
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©¤ª�©¤ª�© � � {1�xt<{1�<w[{|�¤{1���¥���kw � }<}e~,z�~�£¤�É�e�e}®��y&v&��v*w[{D¹½�e�,z�~,�B��~,y&v&z�~�£¤�¯~�§
Rn

�g�Õ�¤~���z �
• � ����£!Å�~�v*z�~,¾�~,z� *z�}<{|w � }e}<~�z�~�£¤�»� ∀u, v, w ∈ R

�!~��,z��
(u + v) + w = u + (v + w)

• È {1�kz�w[v&��{1���g��{1§¨{1��z � Ô �kw�}e{1� È �e���,¾¤{|y�z�£!w
0 := (0, . . . , 0) ∈ Rn

�e�e}²���kwQÀ�{1}<{1�
v ∈ Rn�!~��,z �

0 + v = v + 0 = v

• ¬ ��¾¤{�w[��{1�³�g��{1§¨{1��z�� Ô �<w�v&����{
v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn

�<�e}���{|~�� ¬ ��¾!{|w[��{1� −v = (−v1, . . . ,−vn) ∈
Rn

�¤~��,z��
v + (−v) = (−v) + v = 0

• ��£¤§¨§Í�kz�v*z�~�¾�~,z� *z � Ô �kw�v�����{
v, w ∈ Rn

�¤~��,z��
v + w = w + v

• ¡9~���z�w[~,�B�kz�~,¾�~�z� *z Ô �kw�v&����{
v, w ∈ Rn

�e�<}
λ, µ

�¤~��,z��
(λ + µ) · v = λ · v + µ · v
λ · (v + w) = λ · v + λ · w

• � ����£!Å�~�v*z�~,¾�~,z� *z�}<{|w�¹½�e�,z�~,�B��~�y&v*z�~�£!�»�
λ · (µ · v) = (λ · µ) · v

1 · v = v

� {|V{1~���{¤��te~�{|w�y¤{|~��¥¡N�<w[��te���<t<w[�<�e� � }<{1§ ~���z�{|w[{|����~�{|wxz�{1�X��z��<}e{1��z�{1�®�k�»{�w[��v&����{1� ª
� ~��xt�z�~��!{ È £!z�v&z�~�£¤�e{|�»� ∀v, w ∈ Rn

�
v − w := v + (−w)Æ9{1£!§¯{�z�w[~�����tÉ��~�{1t�zÕ}e~�{n�k�<�<z�wxv&y�z�~�£¤�X��£¤���¤{|�e}e{�w[§¨v&Ê�{|� v&�e� �

v −v w v −w

v − w

� ������� � %&�&/� �32 � � � 	 %|�.���>%&� � ��	����9���	��	��3��	�� � 	 %|�.����Û 01%��&�.�3� %|�.��� �9× �³	���	�� � 	�%��
� �
	��

Þ�2 �`�$	�ß��&���.��� �&	�� -|���.�k�#"$"�)��.�����.-�Û ���[�
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���������
	��������	��
n ��� ����	�������� �!����	#"$��%&�

Rn � 	����&	�'(���*),+�-&�.%��&/ 01	����.	� ���
^`_�� acbedgf�h*ikj

(I.2) l�� i��&b��$ikp �$p����
	�ikp�ikp f'�
Rn

©¤ª¸·�ª�© �¤{1£!§¯{�z�w[~�����te{9��£¤�<��z�w[�<y�z�~�£¤�®{1~��e{|wNÆ9{�w[v&}e{1�
¡9~�{��¤{|£¤§¨{|z�w[~����xte{9�N£!�e��z�w[�ky�z�~�£¤�¥{|~��<{|w9Æ9{|w[v&}e{1�(�

��

�

P

v

P + v

� ������� � %&�&/� �32 � �B/ 	�����	P�.�
�¸�'�3-&	#��� �����.�
%�%|�.��� �N	����&	����g	��
� � 	��
� �ev&��¦�z�~����xt(�

P + (x1, . . . , xn)
ª

¬ }e{1{D���kw�{1~��<{nÆ9{|w[v&}e{
v 6= 0

�
g
P � v

��
P

v

� ������� � %&�&/� �32 � �< � 	�	#),+&��	�����	��g	��
� � 	
¡9~�{9�k�xtkw[{1~,��u{|~���{

g
P � v

�»{|���xtkw[{1~,�ezQ{1~��e{9Æ9{|w[v&}e{�}e�kw[�xt }e{1�¨°��e�ky�z
P

§¯~,z�}<{1§ � ~��xt�z��<�e�!��µ
¾!{|y�z�£�w

v
ª

Ì ~�{1��z����<�²{|~��¥°��<�<y�z
Q

v&�e��}<{|w9Æ9{|w[v&}e{|� � ��£@�¤~���z �
Q ∈ g

P � v ⇔ −−→
PQ = λ · v

Ô �<w
P

�<�e}
Q

��£¤���»�!{1�,z�{1�(�
P =

(
x0

1, . . . , x
0
n

)

Q = (x1, . . . , xn)

È �e�®�!~��,zu���<w −−→
PQ

�
−−→
PQ =

(
x1 − x0

1, . . . , xn − x0
n

)

« �<}e{1§ �!~��,z����kw9}<{1� � ~���t�z��<�e�¤��¾¤{�y�z�£�w
v
}e{�w�Æ9{�w[v&}e{1�(�

v = (v1, . . . , vn)

¡9v&§¨~,z�{|w[�!~��<z���~��xt®�Ë�<w�}e~�{nÆ9{|w[v&}e{
g
P � v

��£¤���¤{|�e}e{�¡N{|¢B�<~�z�~�£¤�»�
g
P � v =

{(
x0

1 + λ · x1, . . . , x
0
n + λ · xn

)∣
∣λ ∈ R

}

= {P + λ · v |λ ∈ R}
= P + R v

Ö�	��.×��.	QØ�� � 	��
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Rn
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©¤ª¸·�ª¸· �kv*z�Å
(I.2.1)

¡9�kw[�xtnÀ�{DÅ�u{|~G°��e�ky�z�{
P, Q ∈ Rn

§¯~,z
P 6= Q

�¤{1t�zÕ�¤{1�<v&�®{1~��<{nÆ9{|w[v&}e{ ª
� ~,w�V£¤����{1�É���e�®}e~�{1��{1�X�kv*z�Å��({|V{1~���{1� ª � ~,w�V{|w[}e{|�®��£¤���¤{1�<}e{|wx§¯v*Ê�{1�¨¾!£!w[�!{1te{1�(�

• Å �e{|w[��z�V{1~���{1�¯�~�w�}<~�{�� ��~���z�{1�<Å��ev&�xt ª
• v&�e���xte��~�{�Ê�{1�e} Å�{1~��¤{|�É�~,wN}<~�{���~��<}e{1�kz�~��!y!{1~,z ª

� ��~���z�{1�<Å9}e{�w�Æ9{�w[v&}e{ � � ~�{9�({|z�w[v&�xt�z�{1�X}e~�{ÍÆ9{�w[v&}e{
g
P � −−→PQ

ª �����¤~��,z��
• g

P � −−→PQ
3 P

�Ë�<w
λ = 0 � }ev P

}e{|w9¿�wxz���¾!{|y�z�£�w9}<{|w9Æ9{|w[v&}e{|�®~���z ª
• g

P � −−→PQ
3 Q

���kw
λ = 1 � }ev −−→PQ

}e{�w � ~���t�z��<�e�¤��¾¤{�y�z�£�wÕ}<{|w�Æ9{�w[v&}e{1�¨~���z � �e�e}¨}<~�{N�k�<§¨§¯{
}<{1��¿�wxz���¾!{|y�z�£�w�Å��

P
�<�e}®}<{1� � ~��xt�z��e�<�¤��¾¤{|y�z�£!wx� −−→

PQ
}e{1�¥´�{�y�z�£�wNÅ �

Q
{|w[�!~��<z ª

�g~��e}<{1�<z�~��!y!{1~�zu}e{�w�Æ9{�w[v&}e{1� � � �<�¤{1�<£¤§¨§¨{1�½{1�@�!~��<z@{1~��e{¥V{1~,z�{�w[{²Æ9{|w[v&}e{
g
R � v 6= g

P � −−→PQ§¨~�z
P, Q ∈ g

R � v
ª � ����£ �!~��<z�{1�

λ0, µ0 ∈ R
§¯~,z

λ0 6= µ0
ª ¡9v

P, Q ∈ g
R � v

��~��e}²§Í�kÊÉ���kw�}e~�{1��{
�({1~�}e{1�¥°��<�<y�z�{±�!{1�,z�{1�(�

P = R + λ0 · v � Q = R + µ0 · v
ª � ~���}e{1�É�~�w����e�X}<~�{D¡9~,�({|w[{1�<Å�}e{�w�({1~�}e{1�XÆ9��{1~��xt��e�<�¤{1� � ��£Ð{|w[t<v��,z�{1�É�~,w1�

P −Q = R + λ0 · v − [R + µ0 · v]

P −Q = R−R + λ0 · v − µ0 · v
P −Q = λ0 · v − µ0 · v
P −Q = (λ0 − µ0) · vÈ �e�X~���z���v&�<z�´�£�w[v&�e����{|z�Å��<�e�

λ0 6= µ0
ª � ����£@y �¤�<�e{1�®�~,w9£!te�<{ � {1���xtkw[ &�<y��<�e�¯}e{|w � �����!{�µ§¨{1~��ete{|~�zV�ev&�xt

v
v&��� �¤��{|�»�

v =
1

λ0 − µ0
· (P −Q)

�g~��e{¨  ���e~,¾&v&��{|��z�{É�k�xtkw[{1~,��V{1~���{¨���<w
P − Q

~���z����e� −−→
QP

ªÉ« �<}e{1§ �¤~���z � −−→
QP = −−−→PQ

ª � ~,w��{�z�Å {1�®{1~��¥�e�<}®{|w[t<v��,z�{1�¥���kw
v
�

v =
1

λ0 − µ0
· −−→QP =

1

λ0 − µ0
·
(

−−−→PQ
)

=
1

− (λ0 − µ0)
· −−→PQ =

1

µ0 − λ0
· −−→PQ

v
~���z�v&����£¯¾¤£!� −−→

PQ
��~��e{|v&wDv*�ete &�e�!~�� ª � ����£É��~��<}¼}<~�{ � ~���t�z��<�e�¤��¾¤{�y�z�£�w[{1� }<{|wD�»{|~�}<{1� Æ9{ µw[v&}e{|�®�¤��{1~���t ª È �<�¥§Í�<����{1� �~,w��e£��xt®�<v&�xt�V{1~���{1� � }ev*Ê¯}e~�{��»{|~�}<{1�®Æ9{|wxv�}<{1�®§¨~��<}e{1��z�{|�e�{1~��e{1�D°��<�<y�z$�¤{1§¨{1~��e��v&§ t<v*�»{|� Á ¡9v&§¨~,z�tev*�({1�D}e~�{V�({1~�}e{1�nÆ9{�w[v&}e{1�n�ev*z��<w[��~���tÍv&����{Q°��e�ky�µz�{n�!{1§¨{1~��e��v&§ �e�e}®��~��<}¥~�}e{1��z�~����xt`Ä ª

� {1~,z�{|w��!~��,z��Ë�<w�v&����{
λ ∈ R

�
R + λ · v = R + λ · v + 0 = R + λ · v + λ0 · v − λ0 · v

︸ ︷︷ ︸

= 0

= R + λ0 · v + (λ− λ0) · v

È �e�®�!~��,zu���<w
P

��v&�<z�´�£�w[v&�e����{|z�Å��<�e�k�
R + λ0 · v = P

� ~,w���{|z�Å {1�®{1~��¥�e�<}®{|w[tev&�,z�{|�»�
R + λ · v = P + (λ− λ0) · vÈ �e�®��{|z�Å�{1� �~�w��<£k��t®�e�e��{|w���wx�¤{|�e�e~������<w

v
{1~��¥�e�<}®{1��{|wx�¤~,�ez���~��xt(�

R + λ · v = P + (λ− λ0) ·
[

1

µ0 − λ0
· −−→PQ

]

= P +
λ− λ0

µ0 − λ0
· −−→PQ

� ����£<�
g
R � v = g

P � −−→PQ

ª � ~�wÐ{�w[tev&�,z�{1� v&����£¼{1~��e{1� � ~�}e{|wx���ewx�e�xt Å � }<{1� ´�£�w[v&�e����{|z�Å��<�e�!{1� ª¡9~�{��({1~�}e{1�XÆ9{�w[v&}e{1�
g
R � v

�e�<}
g
P � −−→PQ

��~��e}¥~�}e{|��z�~����xt ª

Þ Ù&� �g	��3� � 	��N%&� � ' �!	��&	������
Rn
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(I.2.2)
����~��<}e{1�kz�~��¤{ � {1����t<w[{1~,�B�<�e�Ð{1~��e{�wNÆ9{|w[v&}e{1�®~�§

R2 � ax + b = c

�k{|~
g ⊆ R2 ª ¡9v&�<�®~���z

g
Æ9{|w[v&}e{D�¤{|�ev&�¥}ev&�<�XV{1�<�®{1�

a, b, c ∈ R
�!~��<z�§¨~,z��

• (a, b) 6= (0, 0)

• g =
{

(x, y) ∈ R2
∣
∣ ax + by = c

}

Æ9{1�<v��®}<v&�e�¥V{1�e�®~�§Ð�B��~�Å ~�{|wxz � }<v*Ê �~,w��({1~�}e{ � ~��xt�z��e�<�¤{1�¥�({|V{1~���{|�É§Í�<����{1� ª
� {�u{|~�� �>Â ⇒Ã
g
��{1~(Æ9{|w[v&}e{ ª �k{1~

g = g
P � v

ª � ~�{�¢B�<}e{1�¨�~,w����e�
a, b, c

� � �e��v*z�Å&� È £!z
u{|�e}e~��¤{ � {|}e~��e�¤�<�e�
v*�B��{1~,z�{1� ª � ����{Ð°��e�<y�z�{¨¾¤£!�

g
��£!����{1�c}e~�{ÉÆ9��{1~��xt��e�<�

ax + by = c
{|w[���<����{1� ª Ô �<w

P
�<�e}

v�¤~��,z��
P = (p1, p2)

� v = (v1, v2)Ô �<w�v&����{
λ ∈ R

�¤~��,z��
ax + by = c ⇔ a · (p1 + λ · v1) + b · (p2 + λ · v2) = c

�  &te��{1�É�~�w
λ = 0

��£@{|w[�!~��<z���~��xt»�
a · (p1 + 0 · v1) + b · (p2 + 0 · v2) = c ⇔ a · p1 + b · p2 = c (∗)

�  &te��{1�É�~�w
λ = 1

��£@{|w[�!~��<z���~��xt»�
a · (p1 + 1 · v1) + b · (p2 + 1 · v2) = c ⇔ a · p1 + a · v1 + b · p2 + b · v2 = c (∗∗)

È �e�¥�e~���}e{|� �~,w�}e~�{�¡9~,�»{�w[{1�eÅ�¾¤£!�
(∗∗) �<�e}

(∗) �
a · p1 + a · v1 + b · p2 + b · v2 − [a · p1 + b · p2] = c− c ⇔ a · v1 + b · v2 = 0

È �e�®§±�e����{1�¨�~,wN{|~��<{ Ô v&�����<��z�{|wx���xt<{1~�}<�e�<�Í¾¤£�w[�e{|te§¨{1�»�
©¤ª Ô v&�����

v1 = 0, v2 6= 0�k~,z��ev*z�~�£¤�(�#¡N{|w � ~��xt�z��e�e�!��¾!{|y�z�£!w
v
}<{|w9Æ9{|w[v&}e{|�®~���z�~��®}e~�{1��{1§ Ô v&���r�

v = (0, v2)

����
P

v

gP,v

� ���&��� � %&�&/� �32 Ú1�`">���3-|�.%&��/�� � 	 %|�
� � v = (0, v2)

¡9v&��t<{1~�Ê�z � ���<wNv&����{
Q = (x, y)

�!~��,z��
Q ∈ g ⇔ Q = (p1 + λ · 0, p2 + λ · v2) = (p1, p2 + λ · v2) ⇔ x = p1�g�Õ{|w[�¤~,�ezÕ��~��xt®{1~��e{nÆ9��{1~��xt��e�<�Ð}e{|w Ô £!w[§

ax + by = c
§¨~�z

a = 1 � b = 0 � c = p1
ª

� ����£<�
1 · x + 0 · y = p1 ⇔ x = p1·�ª Ô v&�����

v1 6= 0« �<{|w[��zÕ�<£k��tÉ{1~��e§¨v&�B}e~�{9v&�<�Õ}e{|�É�e£�z3V{1�e}<~��!{1� � {1}<~��<�¤�e�<�¤{1�¨v*�B�!{1��{1~�z�{|z�{1� Æ9��{|~��xt��<�e�!{1�»�
a · p1 + b · p2 = c a · v1 + b · v2 = 0

È �e�®�<{1te§¨{1� �~�w�}<~�{�Å�V{1~�z�{±Æ9��{|~��xt��<�e�Ð�<�e}®z�{|~���{1�¥}<�<w[�xt
v1

� }ev v1 6= 0
��v��kz�´�£�w[v&�e����{|zPµÅ �e�e�k�

a · v1 + b · v2 = 0 ⇔ a · v1 = −b · v2 ⇔ a = −b · v2

v1

Ö�	��.×��.	QØ�� � 	��
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� {|z�Å�z���{|z�Å�{|�É�~,wN}<v&����w[�!{|�B�<~��u~��¥}<~�{D{|wx��z�{nÆ9��{1~��xt��<�e�Ð{1~��»�
a · p1 + b · p2 = c ⇔

[

−b · v2

v1

]

· p1 + b · p2 = c ⇔ −b · p1 ·
v2

v1
+ b · p2 = c

� �e����te��~�{|Ê�{|�e}ÉV &te��{1�É�~,w
b := v1

ª �g��{|wx�¤~,�ez���~���t»�
a = −v1 · v2

v1

= −v2È �e� �e{1t<§¯{|�º�~,w¨}e~�{®{|w[��z�{²Æ9��{1~��xt��e�<� }e{�w¨�e£!z
u{|�e}e~��¤{|� � {1}<~��<�¤�<�e�¤{|� �e�<} {1�@{�w[�¤~,�ez��~��xt®���kw
c
�

c = a · p1 + b · p2 = −v2 · p1 + v1 · p2

� ~���t<{|w�tev*�({1�¥�~,w�te{�w[v&�e���!{1���<�e}e{|�»�
(x, y) ∈ g ⇒ ax + by = c

{ ��~���z�~�{|wxz ª
� §Ðy!{1t<wx�e�e�k�V�k{|~

(x, y) ∈ R2 §¨~,z
ax + by = c

ª È �e�®��{|z�Å {1�¥�~,w
a, b

�<�e}
c
{1~��É�e�e}®{|���¤~���z �

−v2 · x + v1 · y = −v2 · p1 + v1 · p2È �e�®� �¤��{1� �~�w��ev&�xt
y
v��<���<�e}®{|wxtev&��z�{1�(�
v1 · y = −v2 · p1 + v1 · p2 + v2 · x

y = −v2

v1
· p1 +

v1

v1
· p2 +

v2

v1
· x

y = −v2

v1
· p1 + p2 +

v2

v1
· x (∗ ∗ ∗)

È �e�¥V£!����{1� �~�w�Å {1~��!{1� � }ev*Ê }e{|w�°��<�<y�z
P

v&�<��}<{|w9Æ9{|w[v&}e{1�
g
��~�{|�!z �

(x, y)− (p1, p2) = (x− p1, y − p2)È �e�®��{|z�Å�{1� �~�w
y
v��<�

(∗ ∗ ∗) {|~��¥�<�e}®{1�Õ�¤~���z �
(x− p1, y − p2) =

(

x− p1,−
v2

v1
· p1 + p2 +

v2

v1
· x− p2

)

=

(

x− p1,−
v2

v1
· p1 +

v2

v1
· x

)

=

(

x− p1,
v2

v1
· (−p1 + x)

)

=

(

x− p1,
v2

v1
· (x− p1)

)

=

(

v1 ·
x− p1

v1
, v2 ·

x− p1

v1

)

=
x− p1

v1
· (v1, v2)

¡9v&§¨~,z�~���z�}e~�{Õ¡N~��({|wx{1�eÅV{1~��e{1���({1��~�{|�e~��!{1�D°��e�<y�z�{1��v��<�`}e{|wuÆ9{�w[v&}e{1�
g
�e�e}Í{1~��<{1�$°��e�<y�z�{1�

P
{1~��@¾�~�{|����v&�xt<{1�Q}e{1� � ~���t�z��<�e�¤��¾¤{�y�z�£�w[�

v
}e{�w�Æ9{|wxv�}<{1� ª � ����£���~�{1�!z

P
v&�<�»}<{|w�Æ9{|wxv�}<{1�

g
ª

Â ⇐Ã��
g =

{
(x, y) ∈ R2

∣
∣ ax + by = c

} §¯~,z
(a, b) 6= (0, 0)

ª È �e�®~���zÕÅ��®Å {1~��¤{1�(�
g
~���z�{1~��e{nÆ9{�w[v&}e{ ª

È �e� ��{1~
b 6= 0

£ � } � Á £¤te�<{ � {1���xt<w[ &�ky��e�e�º}e{�w � �����¤{|§¯{|~��<te{1~,z[Ä ª Á �  &t<��{1� �~�w
a 6= 0§Í�<����{1� �~,w�}ev&����£!���!{1�e}<{ � wx�¤�e§¨{1��zÕ�e§¨}<wx{1te{1�BÄ ª È �e�®� �¤��{1� �~�w��ev&�xt

y
v��<�
�

a · x + b · y = c ⇔ b · y = c− a · x ⇔ y =
c

b
− a

b
· x (A)

�k{|~
(x0, y0)

Ì �!���e�<�@}e{�w�Æ9��{1~��xt��e�<� � }ev&�e�X�¤~��,z��
(x, y)− (x0, y0) = (x− x0, y − y0)È �e�®§±�e����{1�

y
�e�<}

y0
}<~�{nÆ9��{1~��xt��e�<�

(A)
{�w[���e����{1� ª �g���!~��,z��

y = c
b
− a

b
· x � y0 = c

b
− a

b
· x0� ~,w���{|z�Å {1�®{1~��¥�e�<}®{|w[tev&�,z�{|�»�

(x− x0, y − y0) =
(

x− x0,
c

b
− a

b
· x−

[c

b
− a

b
· x0

])

=
(

x− x0,
c

b
− c

b
− a

b
· (x− x0)

)

=

(
x− x0

b
· b,−a ·

(
x− x0

b

))

=
x− x0

b
· (b,−a)

� ����£@~���z
(x, y) ∈ g

(x0, y0) � (b,−a)
� v&����£@{1~��e{nÆ9{�w[v&}e{ ª

� §¨�!{|y¤{|t<wxzu��~�{1��{�wxz
g
(x0, y0) � (b,−a)

�~�{�~�§ {�w[��z�{1� Ô v&���»{1~��e{DÆ9��{1~��xt��e�<�Í�e�<}¥Å�uv*w
ax + by = cÑ ~�{|w[Å �®��{|z�Å�{|�É�~,wN�Ë£¤���¤{1�<}e{ � {|wxz�{D{1~��»�

x0 = p1
� y0 = p2

� b = v1
�e�e} −a = v2

Þ Ù&� �g	��3� � 	��N%&� � ' �!	��&	������
Rn
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©¤ª¸·�ª�� « �e��v&§¯§¨{1�<��v&�����e�e�k�

Rn
v&����°��e�ky�z�§¨{1�<�¤{��<�e}¥´�{|y�z�£!w�w[v&�e§

�g�Õ{ ��~���z�~�{|w[{|�¥Å V{1~ ¬ ��z�{|wx�<w[{|z�v*z�~�£¤�<{1�®���<w�}<v�����{1�,�({D��¦�§n�(£¤�
Rn

�

Rn :

{ °��e�ky�z�{|§¯{|�e�¤{´�{|y�z�£!w�w[v&�e§®�Ð´�{|y�z�£!w[{|�
, +, λ · v

� ~,w�V{|w[}e{|�¥´�{|y�z�£!w[{1�®�<~���t�z�v����
~v
�»{|Å�{1~��xt<�e{1� ª ��z�v*z�z�}e{1����{1�(�

• ´�{|y�z�£!wx{1�®v&���Õy���{1~��e{���v*z�{1~��e~�����te{ � �<�xte��z�v*�({1� ª
• ��y&v&��v*w[{Dv����Õy���{1~��e{��!wx~�{1��te~����xt<{ � �e�xt<��z�v*�»{|� ª
• °��e�ky�z�{Dv&�����!w[£�Ê�{���v*z�{1~��e~����xt<{ � �e��te��z�v*�({1�

¿��B~��¤{ È £!z�v*z�~�£¤�É�¤~���zu~��®}<{|w � {|�¤{1� ª � ~�{�~�§¨§¯{�wu�~,w[}®{1� � �<���ev&t<§¯{|�É�¤{��»{|� ª
©¤ª¸·�ª�� � ��µ#�({1Å ~�{1t��<�e�!��V{1~���{ � �ez�w[v&�¤{1�®¾!£¤�¥´�{�y�z�£�w[{1�

��
P

v

� ���&��� � %&�&/� �32 � �<' ����� %&� %�� P
%�� � 	���� � 	�%��
� � v

� §Ç}e{|�É´�{|y�z�£!w
v
v�§Ç°��e�ky�z

P
v*�BÅ �<z�w[v&�¤{|�X¾!{|w[���xte~�{|�({1�¥�~,w�~�te�»�

��
v v

P

� ���&��� � %&�&/� �32 � � � 	�%��
� � v
� �&/�	P�.�3��/�	��9����� %���%|�

P

Ô £!w[§¨{1��§¨ &Ê�~��<�
P + v = (p1, . . . , pn) + (v1, . . . , vn)

= (p1 + v1, . . . , pn + vn)

P
~���zÕ{1~��É°��e�<y�z � v

~���z�{|~��É´#{|y�z�£�w � (p1 + v1, . . . , pn + vn)
~���zÕ�~�{1}<{|w[�<§Ç{|~��¥°��<�<y�z ª

Ô �<w�}<{1�
Rn

~���zÕv&�e�xtX��£!���!{1�e}<{D�k�xtkw[{1~,��V{1~���{D§
�!�¤��~���t»�

Rn =












x1ªªª
xn






∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

xi ∈ R







¡9~�{1��{�´�v*w[~�v&��z�{N�~�wx} v&�e��t¥v&���Õ���ev��,z�{1�<w[v&�<§ �({1Å�{|~��xt<�e{|z ª ¡N{|w����Bv&�,z�{1�kw[v&�e§ t<v&zV}<~�{1��{1�,�»{
� {|}e{1�kz��<�e�Í�~�{�}e{�w « {1~���{1�kw[v&�e§ �e�<}®~���z����kw9{1~��e{9���xtkw[{1~,�ez�{1�xte�<~����xte{D´�v*w[~�v&��z�{ ª
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©¤ª¸·�ª�� Æ9{|w[v&}e{1�®~�§
Rn

�k{|~
v 6= 0

ª Ô �kw9}<~�{nÆ9{|wxv�}<{D~��¥}<{|w�°�v*w[v&§¨{|z�{|w[}<v���z�{|�����e�<�@�¤~���z �
g
P � v = {P + λ · v |λ ∈ R} =: P + R v

��

��

v

P

P + λ · v

� ���&��� � %&�&/� � Ù�Ý&�B' ���&	 �g	��
� � 	#���
Rn

©¤ª¸·�ª � �kv*z�Å
(I.2.3)

��¡N�<w[�xt
P, Q, P 6= Q

�¤{1t�z��¤{1�<v��®{|~��<{nÆ9{|w[v&}e{ ª
� {�u{|~�� � � �ev&��£!�@Å �e§ � {|V{1~��Õ¾!£¤�

(I.2.5)
ª

©¤ª¸·�ª�� �kv*z�Å
(I.2.4)

g ⊆ R2 ~���z�{1~��e{nÆ9{|wxv�}<{D�¤{1�<v��®}<v&�e� � u{|�e�®{1�
a, b, c ∈ R, (a, b) 6= (0, 0)

�!~��<z�§¨~�z
g =

{
(x, y) ∈ R2

∣
∣ ax + by = c

}

¿��B~��¤{nÆ9{|w[v&}<{1�e�!��{1~��xt��<�e�Í�~,w[}®v&���#Â�Æ9��{1~���t��e�e�!����£�w[§nÃ��({1Å {1~��xte�<{|z ª
� {�u{|~�� � � �ev&��£!�@Å �e§ � {|V{1~��Õ¾!£¤�

(I.2.6)
ª

©¤ª¸·�ª�� � �<§¯{�wxy��e�<�ÍÅ �<w È £!z�v&z�~�£¤�É¾!£¤�®¹½{1�<�¤{1�
A ⊆ B

� � {1}e{|�
a ∈ A

~���zÕv��<�xtX~��
B

{1��z�tev&�,z�{1� ⇒ A
~���z�{1~��e{�Ó»{1~���§¨{1�<�¤{N¾!£¤�

B
ª

A ⊂ B
tev*z®Å�u{|~ � {|}e{1�kz��<�e�¤{|�»� Ó³{1~���§¨{1�<�¤{²�»{|Å�~�{1t��e�<�¤��u{|~���{¼{1�xt�z�{½Ó³{1~���§¯{|�e�¤{!�

A ⊆
B, A 6= B� �e����w[�e�<}®}e~�{1��{|w�¡N£!�<�»{|���({1}<{1�<z��e�<�±V{|w[}<{1�¥�~,wN}<~�{ È £�z�v*z�~�£!�

A ⊂ B
�e~��xt�z�¾!{|wxV{1�<}e{1� ª

Ô �<w�{1~��e{�{|�xt�z�{nÓ³{|~���§¨{1�e�!{N���xt<w[{|~��({1�¥�~,w1�
A $ B

ª
©¤ª¸·�ª�©�� �$�»{|�e{1�¥~�§

Rn

¬ ��z��<~�z�~,¾`���g~��e{��$�»{|�e{��({1� ��z�~��!zuÅ�u{|~G�e�<v&�ete &�e�!~��!{ � ~��xt�z��e�<�¤��¾!{|y�z�£!w[{|�»�

��

��

�	


�

v

P u P + λ · u

P + µ · v P + λ · u + µ · v

� ������� � %&�&/� � Ù 2 �B' ����	�'��!	��&	Q���
Rn
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©¤ª¸·�ª�©¤© ¡N{|¢B�<~�z�~�£!�

(I.2.a)
�#���({1�e{

Æ9{1�!{|�({1�
P ∈ Rn � ��~��<{1v*w��e�ev*�ete &�e�!~��!{�´�{|y�z�£!w[{1�

u, v
ª ¡Nv&�e�®te{|~�Ê�z

EP � u � v = {P + λ · u + µ · v |µ, λ ∈ R} = P + R u + R v

}e~�{����({1�<{�V{1����te{D}e�kw[�xt
u
�e�e}

v
v&�e�Ë�¤{1���Bv&�e��z��~,w[} ª

©¤ª¸·�ª�©&· ¡N{|¢B�<~�z�~�£!�
(I.2.b)

�#¡9~�{�z�w[~,¾�~�v���{�¡9v*w[��z�{|�����e�<�@}e{|w È �<���
¡9~�{�z�w[~�¾�~�v&��{D¡Nv&wx��z�{1�����e�<�@}e{�w È �<���(��v��kz�{�z��

0 · u1 + . . . + 0 · uk = 0

©¤ª¸·�ª�©*Ò ¡N{|¢B�<~�z�£¤�
(I.2.c)

� � {1��w[~,�¼}<{|w���~��e{1v*w[{|�¥�e�<}®�e~��xt�z���~��e{|v&wx{1� � �Bte &�<�¤~��!y!{1~�z
� {|�!w[~,�¥}<{|wÕ��~��e{1v*w[{1� � �Bt< &�e�¤~��!y!{1~,z��

u1, . . . , uk ∈ Rn
te{1~,Ê�{1�Ð��~��<{1v*wÕ�<�ev*�Bt< ��<�¤~�� � V{1�<�¯v&�<�{1~��e{|w � {1��v*z�~�£¤�

α1 ·u1 + . . .+αk ·uk = 0, αi ∈ R
���kw

i = 1, . . . , k
��z�{|z��g�Ë£¤���!z �

α1 = . . . = αk = 0
ª

©¤ª ¡9{|¢e�e~,z�~�£¤�(� Æ9{1�!{|�({1�
u, v ∈ Rn ª

2 Û u, v
��~��e}®��~��<{1v*w9�<�ev*�Bt< &�e�¤~�� Á ��~�� ª �e�ev*�et ª Ä

:⇔ u 6= 0, v 6= 0
�e�e}X���kw9v&����{

λ ∈ R, λ 6= 0�!~��,z
v 6= λ · u ªÙ&Û � {1����{|w[{D¡9{�¢B�e~,z�~�£!�»�

u, v
��~��e}®��~��e{1v*wN�e�ev*�ete &�e�!~��

:⇔ v&�e�
α · u + β · v = 0

��£¤���!z���z�{|z��
α = β = 0

ª
È �e� V£¤����{1� �~,wÉ}<~�{ �����<~�¾&v&��{1�eÅX}e~�{1��{|w¨�»{|~�}<{1� ¡9{|¢e�e~,z�~�£¤�<{1� �({|V{1~���{1� ª ¡Nv �~,w[} }e~�{
�����<~�¾&v&��{1�eÅ�Å {1~��¤{1� u£!����{1�¥�!{1te{|�É�~,wN�Ë£¤���¤{1�<}e{|w[§¨v*Ê�{1�¨¾¤£�w1�

• � �e� ©!ª ¡9{|¢e�e~,z�~�£¤� ⇒ ·�ª ¡N{|¢B�<~�z�~�£!� ª � �<� ·�ª ¡N{|¢B�<~�z�~�£¤� ⇒ ©¤ª ¡9{|¢e�e~,z�~�£¤� ª
• ⇒

Á ©¤ª ¡N{|¢B�<~�z�~�£¤� ⇔ ·�ª ¡9{|¢e�e~,z�~�£¤�BÄ ª
Â ©!ª ¡9{|¢e�e~,z�~�£¤� ⇒ ·�ª ¡N{|¢B�<~�z�~�£¤��Ã �
« �²Å {1~��!{1�»�u��~��e}®´�{�y�z�£�w[{1�²�ev&�xt¼}<{|w ©!ª ¡9{�¢B�e~,z�~�£!�²��~��e{1v*wN�e�ev*�ete &�e�!~�� � ��£¨��~��e}X��~�{±v&�<�xt�ev&�xtX}<{|w ·�ª ¡N{|¢B�<~�z�~�£!�É��~��<{1v*w��e�ev*�ete &�e�!~��k�
�k{|~�{1�

u, v
��~��e{1v*w �e�ev*�ete &�e�!~��½�¤{|§¯ *Ê ©¤ª ¡N{|¢B�<~�z�~�£¤� � ��{|~

α · u + β · v = 0
ªE« �TÅ {1~��¤{1�(�

α = β = 0
ª

� ~,wn���etkw[{1�Î���e�½{1~��e{|� � {|V{1~���}e�kw[�xt � ~�}e{|wx���ewx�e�xt(� � �<�ev&te§¨{¤���<~���t�z
α = β = 0 � v&����£

α 6= 0
£�}e{|w

β 6= 0
ª

�k{|~
α 6= 0

�e�e}
α · u + β · v = 0

ª ¡Nv&wxv��<����£¤���!z �

α · u + β · v = 0 ⇔ α · u = −β · v0 ⇔ u = − β

α
· v

Ô v������
β = 0

��£!����z��
u = 0 ⇒ � ~�}e{|wx���ewx�e�xt®Å �<w ©¤ª ¡9{|¢e�e~,z�~�£¤� ª

Ô v������
β 6= 0

��£!����z��
u = − β

α
· v ⇒ � ~�}e{|wx���ewx�e�xt®Å �<w ©¤ª ¡9{|¢e�e~,z�~�£¤� ª

� ����£Í�B��{1~,�ez�}<{|w Ô v&���
α = 0, β 6= 0

ª ¡9v&�e�®��£!����z��
β · v = 0 ⇒ v = 0�k~,z��ev*z�~�£¤�(�

v = 0
ª ⇒ � ~�}e{�w[���<w[�e�xt®Å �<w ©!ª ¡9{|¢e�e~,z�~�£¤� ª

Â ·�ª ¡9{|¢e�e~,z�~�£¤� ⇒ ©¤ª ¡N{|¢B�<~�z�~�£¤��Ã �Q�k{|���e��z�£�}<{|w��e~�{ ª
·�ª ¡9{|¢e�e~,z�~�£¤�(� Æ9{1�!{|�({1�»�

u1, . . . , uk ∈ Rn ª u1, . . . , uk

te{1~,Ê�{1�¯��~��e{1v*w��<�ev*�Bt< &�e�¤~�� � V{1�e�¥v&�<�Á {1~��<{|w � {1��v*z�~�£!�`Ä
α1 · u1 + . . . + αk · uk = 0

��z�{|z��Õ��£¤���!z �
α1 = . . . = αk = 0

ª

Ö�	��.×��.	QØ�� � 	��
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Òkª ¡9{|¢e�e~,z�~�£¤�(�
u1, . . . , uk

��~��e}®��~��<{1v*w9v*�Bt< &�e�¤~�� ⇔ {|��{���~���z�~�{|w[{1�
α1, . . . , αk

� �e~��xt�z�v�����{
αi = 0

§¨~,z
α1 · u1 + . . . + αk · uk = 0Á

0
~���z��e~��xt�zPµ
z�w[~,¾�~�v&�G}<v&wx��z�{1���,�Bv*w�v&��� � ~��<{1v*w�� £¤§n�B~��ev*z�~�£¤�¯¾¤£!�

u1, . . . , uk

Ä ª
(∗)
⇔ {1�Õ�¤~,�ez

i
§¨~,z

ui

~���z Ì � Á Ì ~��e{|v&w�y¤£!§±�B~��ev*z�~�£!�`ÄQ}e{|w�´�{|y�z�£!wx{1�
u1, . . . , ui−1, ui+1, . . . , uk

ª
� {�u{|~��Õ¾!£¤�

(∗) ª � {|V{1~���}e{|w �����<~�¾&v&��{1�eÅ v&�e����v&�¤{D}e�kw[�xt
A ⇒ B, B ⇒ A

ª
Â ⇒Ã��
È v&�xt®´�£!wxv��<����{|z�Å �e�<�<�

α1 · u1 + . . . + αk · uk = 0
�<�e}®{1~��

αi 6= 0
ª È �e�¥�!~��,z �

0 = α1 · u1 + . . . + αi−1 · ui−1 + αi · ui + αi+1 · ui+1 + . . . + αk · uk

ai · ui = −α1 · u1 − . . .− αi−1 · ui−1 − αi+1 · ui+1 − . . .− αk · uk

ui = −α1

αi

· u1 − . . .− αi−1

αi

· ui−1 −
αi+1

αi

· ui+1 − . . .− αk

αi

· uk

ui

~���z�v&����£@{1~��e{ Ì � }<{|w�´�{|y�z�£!w[{|�
u1, . . . , ui−1, ui+1, uk

ª ⇒ � {1t<v��k�ez��e�<� ª
Â ⇐Ã��
È v&�xt®´�£!wxv��<����{|z�Å �e�<�Ð�¤~,�ezÕ{1�

ui
� ��£@}ev*Ê

ui

Ì � ¾!£¤�
u1, . . . , ui−1, ui+1, uk

ª � ����£<�
ui = α1 · u1 + . . . + αi−1 · ui−1 + αi+1 · ui+1 + . . . αk · uk� }<}e~,z�~�£¤�É¾!£¤�

(−ui)
v&�e�>�({1~�}<{1�X��{1~�z�{1�¥{�w[�¤~,�ez �

0 = α1 · u1 + . . . + αi−1 · ui−1 + (−u1) + αi+1 · ui+1 + . . . αk · uk¡9{�w���£k{��¨Å�~�{1��z
αi = −1 6= 0

ª ¡9v&��te{1~,Ê�z � È �<���³~���z��e~��xt�z�z�wx~�¾�~�v&�$}<v*w[�¤{1��z�{|���,z ª ⇒ � {1t<v&�<�<µz��e�e� ª
©¤ª¸·�ª�© � � {1~����B~�{1�r�g��~��<{1v*w[{ � �<v*�Bte &�<�¤~��!y!{1~�z��e�e} � �Bt< &�e�¤~��!y!{1~,z�¾!£¤�¥´�{|y�z�£!wx{1�
Æ9{1�!{|�({1�¥��{|~�{1�

u1 = (1, 2) , u2 = (2, 4) , u3 = (1, 5)
ª

Ô w[v&�¤{1�(�
2 Û ��~��<} u1, u3

��~��e{1v*w��e�<v&�ete &�e�!~�� �
Ù&Û ��~��<}

u1, u2
��~��e{1v*w�v*�Bte &�<�¤~�� �

Å � © Ä���{1~
α · u1 + β · u3 = (0, 0)

ª � ����£<�
(α, 2α) + (β, 5β) = (0, 0)

ª ¡9v&��te{|~�Ê�z �
α + β = 0

2α + 5β = 0¹½v&�@tev*z�}<~�{ Ì �¤���e�<�¤{1�@}<~�{|��{1�gÆ9��{|~��xt��<�e�!����¦���z�{|§¯��Å �Ð�e��z�{|w[���e�xt<{1� ª ¡9~�{�{|w[��z�{�Æ9��{1~��xt��e�<���~�{1�Ë{|wxz �
α = −β

ª �g~��e��{|z�Å�{1�²}e{�w Ì �!���<�e�É}<{|w�{|wx��z�{1�ÎÆ9��{1~��xt��e�<�É~��¼}e~�{ÍÅ�V{1~,z�{¨Æ9��{1~��xt��e�<���~�{1�Ë{|wxz � −2β + 5β = 0 ⇒ 3β = 0
ª � ����£Î��£!����z@v&�e�Ð}<{1§ Æ9��{1~��xt��<�e�¤����¦���z�{1§®�

α = 0, β =
0
ª ¡9v&�±Æ9��{1~��xt��<�e�¤����¦���z�{1§Ïtev*zDv&����£X���<wÍ}e~�{¨z�w[~,¾�~�v&��{ Ì �¤���e�<� ª ¡9v&§¨~�z���~��<}

u1, u3
��~��<{1v*w�e�<v*�Bte &�<�¤~�� ª

Å � · Äu�����¤~���z �
α · (1, 2) + β · (2, 4) = (0, 0)

ª ¡9~�{1��{|wx�¤~,�ez��Ë£¤���¤{1�<}e{1��Æ9��{1~��xt��e�<�¤����¦���z�{1§®�
α + 2β = 0

2α + 4β = 0¡9v&��Æ9��{1~��xt��e�<�¤����¦���z�{1§ tev*z��<~��xt�zÕz�w[~,¾�~�v���{ Ì �!���<�e�¤{|� ª � {1~����B~�{1�
α = −2, β = 1

ª
È �e�¥V£!����{1� �~�w��e£��xt®{|~��<§¯v&� ���({1�<{1�¥�!{1�ev&�e{�w��({|z�w[v&�xt�z�{1�»�

E = EP � u � v = P + R u + R v
� {|z�Å�znV£!����{1�¼�~,wn�~�{¨~��º�kv*z�Å

(I.2.3)
�<�e}

(I.2.4)
���<wÍ}e~�{ Æ9{|w[v&}e{¯v&�ev&��£!�¤{ � �e����v&�¤{1�Î���kw}e~�{����({1�<{��({|V{1~���{1� ª

Þ Ù&� �g	��3� � 	��N%&� � ' �!	��&	������
Rn

-|���.�k�#"$"�)��.�����.-�Û ���[�
-&	����[�
��%�Û %&�&� ��� � �.�.�V%�� � Û � 	&"��'���.���*�



���������
	��������	��
n ��� ����	�������� �!����	#"$��%&�

Rn � 	����&	�'(���*),+�-&�.%��&/ 01	����
	� �
2 Ú

©¤ª¸·�ª�©�� ��v&z�Å
(I.2.5)

¡9�kw[�xtX}<wx{1~G�e~��xt�z�y!£¤����~��<{1v*w[{�°��e�ky�z�{n�¤~,�ezÕ{1���¤{|�ev&�®{1~��e{����({1�<{ ª
©¤ª¸·�ª�© � ��v&z�Å

(I.2.6)

E ⊆ R3 ~���z��$�»{|�e{��¤{|�ev&�¥}ev&�<� � V{1�<�®{1�
a, b, c, d ∈ R

�¤~,�ezÕ§¯~,z
Á ~�Ä

(a, b, c) 6= (0, 0, 0)Á ~�~ËÄ
E = { (x, y, z)|ax + by + cz = d}

©¤ª¸·�ª�© � ��v&z�Å
(I.2.6)

′

g ⊆ R3 ~���z�Æ9{|w[v&}<{n�!{1�ev&�®}<v��<� � V{1�<�®{1�
a, b, c, d ∈ R

�e�<}
a′, b′, c′, d′ ∈ R

�!~��<z�§¨~�z �
Á ~�Ä

(a, b, c) 6= (0, 0, 0)
�e�<}

(a′, b′, c′) 6= (0, 0, 0)
ª

Á ~�~ËÄ
g = {(x, y, z)| ax + by + cz = d, a′x + b′y + c′z = d}

� ~,w�V{|w[}<{1�Î��v&z�Å
(I.2.6′)

�e~��xt�z9�({|V{1~���{1� ª ��~��<{ÐÆ9{|wxv�}<{@~�§ � v&�<§ �~�w�}e�<wx�xt Å�u{|~���~��xt����te�e{|~�}<{1�e}<{����({1�e{|�¥}e{|¢e�e~�{|wxz � }<~�{��<~��xt�z��ev*w[v&����{1�³£�}<{|w�~�}<{1��z�~����xt®��{1~��É}<�<w[�Ë{1� ª
©¤ª¸·�ª�© � ÓQte{|£!w[~�{DÅ��kwN��~��e{1v*w[{1� � �ev*�ete &�e�!~���y¤{1~,z�¾!£¤� � v&��{1�
´�£�wx�({|w[{1~,z��<�e�k�

a, b, c, d ∈ R
ª ¡N~�{�¡N{|z�{|w[§¨~��<v&��z�{�{1~��e{�w

2× 2
µ
¹½v*z�w[~ �¯~���z�}e{�¢B�e~�{|wxzÕv&��� �

∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣

= a · d− b · c

� {|tev&�<�<z��<�e�<�
Á ~�Ä

(a, b) , (c, d) ∈ R2 ��~��e}É��~��e{1v*w��e�<v*�Bte &�<�¤~�� ⇔
∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
= a · d− b · c 6= 0

Á ~�~ËÄ
(a1, . . . , an) , (b1, . . . , bn) ∈ Rn

��~��<}¥��~��e{|v&w��<�ev*�Bt< &�e�¤~�� ⇔ ∃i, j §¯~,z
i 6= j

�
∣
∣
∣
∣

ai aj

bi bj

∣
∣
∣
∣
= ai · bj − aj · bi 6= 0

� {�u{|~���Å �
(i)

�
Â ⇐Ã
�k{|~

α · (a, b) + β · (c, d) = (0, 0)
È �e�Éy �¤�<�e{1�®�~,w���£¤���¤{|�e}e{|��Æ9��{1~���t��e�e�!����¦���z�{1§ v��<����z�{1����{|�»�

I : α · a + β · c = 0
II : α · b + β · d = 0

È �e�®§±�e�,z�~,�B��~�Å�~�{|w[{1�Ð�~,w
I
§¨~,z

b
�<�e}

II
§¨~,z

a
�<�e}¥{�w[tev&�,z�{1�(�

I : α · a + β · c = 0 |·b
II : α · b + β · d = 0 |·a
⇔ α · ab + β · bc = 0
∧ α · ab + β · ad = 0
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È �e�¥�e~���}e{|� �~,w�}e~�{�¡9~,�»{�w[{1�eÅN}e{|w��({1~�}e{1�®Æ9��{1~��xt��<�e�<�
⇒ α · ab + β · bc− (α · ab + β · ad) = 0− 0
⇔ β · (bc− ad) = 0
⇔ (−1) · β · (bc− ad) = (−1) · 0
⇔ β · (ad− bc) = 0

Ì v��kz�´�£!wxv��<����{|z�Å �e�<�Ð~���z ∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
6= 0 ⇒ β = 0

ª
Ô �<w

α
�!{1te{1�¥�~�w����<�®v��<v&��£!�@¾¤£�w1�

È �e�®§±�e�,z�~,�B��~�Å�~�{|w[{1�Ð�~,w
I
§¨~,z

d
�e�<}

II
§¨~,z

c
�e�<}®{|w[t<v��,z�{1�»�

I : α · a + β · c = 0 |·d
II : α · b + β · d = 0 |·c
⇔ α · ad + β · cd = 0
∧ α · bc + β · cd = 0È �e�¥�e~���}e{|� �~,w�}e~�{�¡9~,�»{�w[{1�eÅN}e{|w��({1~�}e{1�®Æ9��{1~��xt��<�e�<�

⇒ α · ad + β · cd− (α · bc + β · cd) = 0− 0
⇔ α · (ad− bc) = 0

Ì v��kz�´�£!wxv��<����{|z�Å �e�<�Ð~���z ∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
6= 0 ⇒ α = 0

ª
¡9v&��Æ9��{1~��xt��e�<�¤����¦���z�{1§ tev*z����kwN{|~��<{�z�w[~,¾�~�v���{ Ì �¤���<�e� ª
Â ⇒Ã Á §¨~�z�z�{|��� � ~�}e{|w[���ew[�<�xt��({|V{1~��[Ä
� �e�¤{|�e£¤§¨§¨{1�

a · d− b · c = 0
ª Ñ ~�{|wxv��<�Õ~���zV{1~�� � ~�}e{�w[���<w[�e�xt Å��É}e{1�¯´�£!w[v&�<����{�z�Å �e�<�¤{1�¥Å �Å {1~��!{1� ª

È v&�xtÎ}e{�w�´�£!w[v&�<����{�z�Å �e�<�®�¤~���z �
(a, b) 6= (0, 0) , (c, d) 6= (0, 0)

ª È �e� �<{1te§¨{1�X�~,wD{1~��<{ Ô v&���,µ�e��z�{|w[���xte{|~�}<�e�e�@¾!£!w|�
• Ô v����

a 6= 0
ª È �e�®�!~��,zÕ�Ë�<w

d
�
a · d− b · c = 0 ⇔ d =

b

a
· c

È �<�¥��{�z�Å {1�¥�~,w�}ev&�
d
~��®}<{1�É´�{�y�z�£�w

(c, d)
{1~��¥�<�e}®{|w[t<v&��z�{1�»�

(c, d) =

(

c,
b

a
· c

)

= c ·
(

1,
b

a

)

=
c

a
· (a, b)

� ����£Í��~��<}¥}e~�{�´�{|y�z�£!w[{|�®��~��e{1v*w�v*�Bt< &�e�¤~�� ª � ~�}<{|w[���ew[�<�xt®Å��kw�´�£!w[v&�<����{�z�Å �e�<� ª
• Ô v����

b 6= 0
ª ¡9~,z�£ Á È v&�xt

c
v&� � �¤��{1�`Ä ª

� {�u{|~���Å �
(ii)

�
Â ⇐Ã
Æ9{1�!{|�({1� ��{|~

α · (a1, . . . , an) + β · (b1, . . . , bn) = 0
ª È �e� �({|z�w[v&�xt�z�{1�Î�~,w±}<~�{

i
µ
z�{Ð�e�<}

j
µ.z�{°$£¤��~,z�~�£!�¥}e{|w�´�{�y�z�£�w[{1�»�

α · ai + β · bi = 0

α · aj + β · bj = 0

� ~,w�{|w[t<v��,z�{1�»�
α · (ai, aj) + β · (bi, bj) = 0È v&�xt

(i)
�¤~���z �

α = β = 0
ª

Â ⇒Ã
��{|���e��z � £�}e{�w�~��®}<{1� � �e�e�<�¤{1�®�<�e}®Ó³�kz�£�w[~�{1� ª
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2 �
©¤ª¸·�ª�© � � {1~����B~�{1��{����<w���~��<{1v*w[{ � �<v*�Bte &�<�¤~��!y!{1~�z
�k{|~

i = 2, j = 10
ª � ����£ ∣

∣
∣
∣

a2 a10

b2 b10

∣
∣
∣
∣
6= 0

¬ �e���¤{1��v�§nzÕ�!~��<z�{1� (
n
2

)

=
n · (n− 1)

2

¾¤{|wx���xt<~�{1}<{1�e{
2× 2

¡9{|z�{|w[§¨~��ev&��z�{|� ª
� {|~����B~�{1���

α1 · (1, 2, 3) + α2 · (0, 6, 7) + α3 · (6, 1, 4) = 0 = (0, 0, 0)

� {|§¯{�wxy��e�<�<� � �<�Õ}e{|§K�N£!��z�{���z�te{�w[v&�e�u�~�w[}¯y���v*w � }ev*Ê¨§¨~�zQ}<{|w�Â
0
ÃD{1~��¯´�{|y�z�£!w��!{1§¨{1~���z~���z ª

� ~,w�{|w[t<v��,z�{1�®{1~��XÆ9��{|~��xt��<�e�!����¦���z�{|§X�
1 · α1 + 0 · α2 + 6 · α3 = 0

2 · α1 + 6 · α2 + 1 · α3 = 0

3 · α1 + 7 · α2 + 4 · α3 = 0

¹½v&�ºt<v*zD���e�º}ev&�±Æ9��{1~��xt��<�e�¤����¦���z�{1§ Å �½�e��z�{|w[���<�xte{|� � ���kwÍ��~��e{1v*w[{ � �<v*�Bte &�<�¤~��!y!{1~�zn~���zÅ �®Å�{1~��¤{|� � }<v*ÊÉ}<v���Æ9��{1~��xt��e�<�¤����¦���z�{1§ ���kwN{|~��<{�z�w[~,¾�~�v���{ Ì �!���<�e�@t<v&z ª
©¤ª¸·�ª¸· � ¡N{|¢B�<~�z�~�£!�

(I.2.d)
� � v&��{1�É~�§

Rn

� v&��{1�»�
u, v � v&��{1�®~�§

R2 :⇔
Á ~�Ä

u, v
��~��e}É��~��e{1v*w��<�ev*�Bt< ��<�¤~��

Á ~�~ËÄuÀ�{1}e{1�
w ∈ R2 ~���z Ì � ¾¤£!�

u, v � }ev&��t<{1~�Ê�zÕ{1��{ ��~���z�~�{|w[{1�
α, β ∈ R

§¨~,z
w = α · u + β · v ª

� {|~����B~�{1���#�k{|~�{1�
u = e1 = (1, 0)

�e�e}
v = e2 = (0, 1)

ª
Ô �<w�{1~��e{|�É�({1��~�{|�e~��!{1�¯´#{|y�z�£�w

(a, b) ∈ R2 �!~��,z��
(a, b) = a · e1 + b · e2

ª
� {|tev&�<�<z��<�e�<� � �<�

(i)
��£¤���!z

(ii)
ª

Æ9{1�!{|�({1�»�Í��~��e{1v*w±�e�<v&�ete &�e�!~��!{ ´�{�y�z�£�w[{1�
u, v

§¨~,z
u = (a, b) � v = (c, d)

ª « �<}e{1§ ��{1~�{1~��´�{|y�z�£!w
w

�¤{|�¤{|�({1� §¯~,z
w = (r, s)

ª
« �¥¢e�e}<{1�®��~��e}

α, β ∈ R
§¨~,z

w = α · u + β · v �!{1�¤{|�({1� ª
¡9v&��t<{1~�Ê�z �#¡Nv&��Æ9��{1~��xt��<�e�¤����¦���z�{1§

α · a + β · c = r

α · b + β · d = s

~���z��ev&�xt
α, β

v&��� �!���ev&w��e��z�{|w�}<{|w9´�£�w[v&�e����{|z�Å��<�e� � }<v*Ê ∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
6= 0

ª�« �<{|w[��zN�Ë£!w[§¨{1�¥�~,w
}ev&��Æ9��{1~��xt��e�<�¤����¦���z�{1§ �e§®�

I : α · a + β · c = r |·d
II : α · b + β · d = s |·c
⇔ α · ad + β · cd = rd
∧ α · bc + β · cd = scÈ �e�®���<�<z�w[v&t<~�{|wx{1�É�~,w�}e~�{nÆ9��{1~��xt��<�e�¤{|�É¾¤£!�e{1~��ev&�<}e{|w��e�<}®{|w[t<v��,z�{1�»�

⇒ α · ad + β · cd− (α · bc + β · cd) = rd − sc
⇔ α · (ad− bc) = rd − scÈ �e�®���xt<wx{1~��({1� �~�w�}<~�{DÓ»{|w[§¨{�v&����¡N{|z�{|w[§¨~��<v&��z�{1� �e§®�

α · (ad− bc) = rd− sc ⇔ α ·
∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

r s
c d

∣
∣
∣
∣
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Ô �<w
α

{|wx�¤~,�ez���~��xt(�
α =

∣
∣
∣
∣

r s
c d

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣

� V£��»{|~³��v��kz�´�£�w[v&�e����{|z�Å��<�e� ∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
6= 0

ª

� ~,w�¾¤{�w[��v&t<w[{|�cv&�ev&��£¤�@�Ë�<w
β
�

I : α · a + β · c = r |·b
II : α · b + β · d = s |·a
⇔ α · ab + β · bc = br
∧ α · ab + β · ad = asÈ �e�®���<�<z�w[v&t<~�{|wx{1�É�~,w�}e~�{nÆ9��{1~��xt��<�e�¤{|�É¾¤£!�e{1~��ev&�<}e{|w��e�<}®{|w[t<v��,z�{1�»�

⇒ α · ab + β · bc− (α · ab + β · ad) = br − as
⇔ β · (bc− ad) = br − as
⇔ β · (ad− bc) = as− brÈ �e�®���xt<wx{1~��({1� �~�w�}<~�{DÓ»{|w[§¨{�v&����¡N{|z�{|w[§¨~��<v&��z�{1� �e§®�

⇔ β · (ad− bc) = as− br ⇔ β ·
∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

a b
r s

∣
∣
∣
∣

Ô �<w
β

{|w[�!~��<z���~��xt»�
β =

∣
∣
∣
∣

a b
r s

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣

� V£!�({1~³��v&�<z�´#£!w[v&�e����{|z�Å �e�e� ∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
6= 0

ª

� ~���t<{|w1��Æ9~��<z�{1��{1~��e{ Ì �¤���e�<�
α, β

¾!£¤�
w = α · u + β · v � ��£Ð��~��<}

α, β
{|~��<}e{1�kz�~�� ª

¡9�kw[�xtX�ev&�xtkw[{1�xt<�e{1�²{|w[�!~��<z���~��xt � }<v&Ê }e~�{�v&�e�!{1�¤{|�({1�<{1�
α, β

}e~�{ Ì �!���e�<�Ð��~��e} ª
u, v, w � v&��{1�®~�§

R3 :⇔
Á ~�Ä

u, v, w
��~��e}¥��~��e{1v*w��e�<v*�Bte &�<�¤~��

Á ~�~ËÄuÀ�{1}e{1�
z ∈ R3 ~���z Ì � ¾¤£!�

u, v, w � }ev&��te{|~�Ê�zÕ{1��{ ��~���z�~�{�w[{1�
α, β, γ ∈ R

§¨~,z
z = α · u + β · v + γ · w

� {|~����B~�{1���#�k{|~�{1�
u = e1 = (1, 0, 0) � v = e2 = (0, 1, 0)

�<�e}
w = e3 = (0, 0, 1)Ô �<w�{1~��e{|�É�({1��~�{|�e~��!{1�¯´#{|y�z�£�w

(a, b, c) ∈ R3 �¤~���z �
(a, b, c) = a · e1 + b · e2 + c · e3

ª
� {|tev&�<�<z��<�e�<� � �<�

(i)
��£¤���!z

(ii)
Á ¿�te�<{ � {|V{1~�� ⇒ ���e *z�{|w�~��®v&�����¤{1§¨{1~��e{�w Ô £!w[§ Ä ª

« �<��v*z�Å��
z = α · u + β · v + γ · w � α, β, γ

��~��<}¥{1~��e}<{1�<z�~�� ª
©¤ª¸·�ª¸·�© � v���~���{|w[�! ��<Å��<�e�Ð~�§

R3

�k{|~�{1�
u, v

��~��<{1v*w��e�ev*�ete &�e�!~�� � }ev&�<�®�¤~,�ez�{|�
w ∈ R3 � ��£Ð}ev*Ê

u, v, w
{|~��<{ � v&��~��Õ�B~���}e{1� ª

� {�u{|~�� � « �kw�´�{|w[}<{1�<z���~��xt��<�e�Ð{1~��e{ ¬ �����<��z�w[v*z�~�£¤�(�

��w

v

u
Eu,v

� ���&��� � %&�&/� � Ù Ù*� u, v, w
�&��� � 	���	����&	��G� �.���

Ô �<w
w

§Í�kÊ¨�¤{1�,z�{1�»�
w /∈ E0 � u � v

ª
���e *z�{|wuV{|w[}e{|�¨�~�wu�e£��xt¨��¦���z�{|§¯v*z�~����xtÐv&� }<~�{ � v���~���{|w[�! ��<Å��<�e�Dte{�w[v&�e�¤{|te{1�@µ$}e~�{1��{1� � {|~,µ���e~�{|�»~���zÕ���<wN{1~�� ´�£!w[�!{1����te§¨v&��y�z ª
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©¤ª¸·�ª¸·¤· � {|V{1~��u¾¤£!�²�kv*z�Å

(I.2.5)

« �kwÐ��wx~��<�e{|w[�<�e�k�Í¡N�<w[�xt Ò �<~��xt�zDy!£¤����~��e{|v&wx{É°��e�ky�z�{
P, Q, R

�!{1t�zn�¤{1�<v&� {1~��e{¯���({1�<{
E§¨~�z �

E = EP � −−→PQ �

−→
PR

� {�u{|~�� �

�� ��

��R

P Q

� ������� � %&�&/� � Ù  � P, Q, R
����� � �&���3-�� %�� �������&	�� �

P, Q, R
��~��e}¯�e~��xt�zÕy!£¤����~��e{|v&w ⇒ −−→

PQ,
−→
PR

��~��e}¯��~��e{|v&wÕ�e�<v&�ete &�e�!~�� ª ¡Nv�§¨~,zV~���z
EP � −−→PQ �

−→
PR{1~��e{��$�»{|�e{ � }e~�{�}e~�{�°��e�ky�z�{

P, Q, R
{1��z�te &�,z ª

¡9~�{9��~��<}e{1�kz�~��!y!{1~,zQ}e{|w����({1�e{�Å {1~���zV§¯v&�¯�e�<�¤{1�� &tkw���£D�~�{N�({1~`}e{�w�Æ9{|w[v&}e{ Á � �e���!v*�»{Nv&�e�
� �e�e�<�¤���e��v*z�z Ò �e� �<���¤v*�({ · Ä ª

©¤ª¸·�ª¸·!Ò � {|V{1~��u¾¤£!�²�kv*z�Å
(I.2.6)

« �kw���w[~��e�<{|w[�e�<�<��¡N~�{��$�({1�e{�~���zÕ~��XÆ9��{1~��xt��e�<�¤����£!w[§ �!{1�¤{|�({1�É}e�<wx�xt»�
ax + by + cz = d

§¨~,z
(a, b, c) 6= (0, 0, 0)

� {�u{|~�� � « �<{|w[��z��<�({|w[�Ë�et<wx{1�¥�~,w�}e~�{nÆ9��{1~��xt��<�e�Ð~��¥}e~�{�°�v*w[v&§¨{|z�{|w[}<v&wx��z�{1�����e�<� ª
¡9v

(a, b, c) 6= (0, 0, 0)
��v��kz�´�£�w[v&�e����{|z�Å��<�e�®��{|~�¿�� Á�� t<�e{	�u~��<���xtkw[ &�<y��<�e��Ä

a 6= 0
ª Ì �!��{1��~,w�}e~�{����({1�e{|�e�¤��{1~��xt��e�<�Í�<v���t

x
v&�e� � ��£@{�w[tev&�,z�{1�¥�~�w1�

ax + by + cz = d ⇔ x =
d

a
− b

a
· y − c

a
· z

È �e�²��{|z�Å�{1� �~�w
x
���kw9}<{1�¥°��e�ky�z

P = (x, y, z)
{1~�� ª �g���!~��,z��

(x, y, z) =

(
d

a
− b

a
· y − c

a
· z, y, z

)

=

(
d

a
, 0, 0

)

+ y ·
(

− b

a
, 1, 0

)

+ z ·
(

− c

a
, 0, 1

)

=

(
d

a
, 0, 0

)

+
y

a
· (−b, a, 0) +

z

a
· (−c, 0, a)

y
�<�e}

z
��~��e}¥�({1��~�{��B~�� ª ¡9v&te{�wN{�w[���e���,z

P
}<~�{nÆ9��{1~��xt��e�<�<�

P ∈ E 
 d

a
, 0, 0 � � (−b, a, 0) � (−c, 0, a)

È £!z�v*z�~�£¤�(��}ev&�n��{1§¨~�y!£¤��£¤�²te~���z�{�w±}<{1§ ��z��<z�Å ¾!{|y�z�£!w±z�w[{|�e��zD}e~�{1��{1�c¾!£¤�½}e{|� � ~��xt�z��e�<�¤��µ¾!{|y�z�£�w[{1� ª
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©¤ª¸·�ª¸· � � v&�e}<���<�e�Ð}e{�wN°$v*w[v&§¨{|z�{�w[}ev*w[��z�{1�����e�e�Í{1~��<{|w����({1�<{�~��É{1~��<{nÆ9��{|~��xt��<�e�
�g�Õ�¤~,�ez�§¨{1tkw[{|w[{�¹ �!�¤��~��xtky¤{|~�z�{1�»�

• ¡9{�z�{|wx§¯~��ev&��z�{1�e�!��{|~��xt��<�e�!{1� Á ���e *z�{|w�Ä
• ��w[{1�<Å �<w[£�}e�ky�z � Ñ {1����{ È £!w[§¨v&���Ë£!w[§ Á

(I.3.2)
Ä

• �e��z�{|w�´�{|w�u{|�e}e�<�e�@¾!£¤�²��v&z�Å
(I.2.6)

Æ9{1�!{|�({1�¥��{|~
E = EP � u � v

�e�e}®��{1~�{1�
u, v

��~��e{1v*w��<�ev*�Bt< ��<�¤~�� ª
��wx�¤ &�eÅ {

u, v
Å �®{1~��<{|w � v&��~���~�§

R3 ª ¡Nv���t<{1~,Ê�z����kwgÀ�{1}e{1�¥´#{|y�z�£�w
z
�

z = α · u + β · v + γ · w
¬ ��z

Q ∈ E ⇒ −−→
PQ = α · u + β · v + γ · w � }<v&�e� Q ∈ E ⇔ γQ = 0

ª
�k{|~

P = (p1, p2, p3)
� Q = (q1, q2, q3)

ª È �e�®�¤~��,zÕ���kw −−→
PQ

�
−−→
PQ = Q− P

= (q1 − p1, q2 − p2, q3 − p3)

= (q1 − p1) · e1 + (q2 − p2) · e2 + (q3 − p3) · e3È �e�®��{|z�Å�{1� �~�w����kw�}e~�{ � v&��{1�
e1, e2, e3

��£¤���¤{|�e}e{|�Õ{1~��»�
e1 = α1 · u + β1 · v + γ1 · w
e2 = α2 · u + β2 · v + γ2 · w
e3 = α3 · u + β3 · v + γ3 · w�g�Õ{|w[�¤~,�ezÕ��~��xt»�

−−→
PQ = (q1 − p1) · e1 + (q2 − p2) · e2 + (q3 − p3) · e3

= (q1 − p1) · (α1 · u + β1 · v + γ1 · w) + (q2 − p2) · (α2 · u + β2 · v + γ2 · w)

+ (q3 − p3) · (α3 · u + β3 · v + γ3 · w)È �e�®§±�e�,z�~,�B��~�Å�~�{|w[{1�Ð�~,w�v&�e���e�<}®{|w[t<v��,z�{1�»�
−−→
PQ = α · u + β · v + [(q1 − p1) · γ1 + (q2 − p2) · γ2 + (q3 − p3) · γ3]

︸ ︷︷ ︸
·w

γQ

Q ∈ E ⇔ γQ = 0
ª

� ���({|y&v&�<��z���~��e}
q1, q2, q3

ª �g�Õ�¤~���z �
q1 · γ1 + q2 · γ2 + q3 · γ3 = p1 · γ1 + p2 · γ2 + p3 · γ3

©¤ª¸·�ª¸·�� ¡N{|¢B�<~�z�~�£!�
(I.2.e)

�
k
µ3}<~�§¨{1�<��~�£¤�ev&��{|wuv �¨�<{1� � ��z�{|wxwxv��<§

� ~,w�}e{|¢e�e~�{|w[{1�É{1~��<{1�
k
µ3}<~�§¨{1�<��~�£¤�<v���{|wuv �¨�e{1� � ��z�{|w�w[v&�e§ v&���

P + Ru1 + . . . + Ruk

V£!�({1~
u1, . . . , uk

��~��<{1v*wc�<�ev*�Bt< &�e�¤~�� ��~��e}
¡9~�{��({1~�}e{1�¥{|~��<��v&�xte��z�{1� Ô  &����{���~��<}¥�e�<������te£¤�X�<��z�{|w�v&�e}<{|w[{1� È v&§¨{1�¯�»{�y&v��<��z��

• © µ
}e~�§¨{1�e��~�£!�ev&�r��Æ9{|w[v&}e{¤�
P + R u � u 6= 0

Á
⇔ u

��~��e{|v&w��<�ev*�Bt< &�e�¤~���Ä ª
• · µ
}e~�§¨{1�e��~�£!�ev&�r�����({1�e{!�

P + Ru + Rv � u, v
��~��e{1v*w��<�ev*�Bt< ��<�¤~�� ª

Þ Ù&� �g	��3� � 	��N%&� � ' �!	��&	������
Rn
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	� � Ù  
^`_�� acbedgf�h*ikj

(I.3) l�� <b`j�b ��d �&q � � ³hÉf��
Rn

©¤ª�Òkª�© ¡9{|¢e�e~,z�~�£¤�
(I.3.a)

��¡Nv�����y&v&��v*wx�<w[£�}e�<y�z�Å�V{1~�{|w�´�{|y�z�£!w[{1�
�k{|~�{1�

x, y ∈ Rn
� 〈x, y〉 :=

n∑

i=1

xi · yi

}ev*�({1~
x = (x1, . . . , xn) , y = (y1, . . . , yn)

©¤ª�Òkª¸· ¡9{|¢e�e~,z�~�£¤�
(I.3.b)

� È £�w[§ {1~��<{1�u´#{|y�z�£�w[�
¡9~�{ È £!wx§ {1~��<{1��´#{|y�z�£�w[�

x
}e{�¢B�e~�{|w[{|�±�~,wQ§¨~�z Ñ ~�����{Õ}e{1�Q��y&v&��v*wx�<w[£�}e�<y�z�{1� � ‖x‖ :=

√

〈x, x〉�k{|~�{1�
x, x′, y, y′ ∈ Rn, α ∈ R

ª �g~��¤{|�e����tev&�Ëz�{1�¥}e{�w È £�w[§®�
Á ~�Ä 〈x, y〉 = 〈y, x〉Á ~�~ËÄ 〈x, y + y′〉 = 〈x, y〉+ 〈x, y′〉 �e�e} 〈x + x′, y〉 = 〈x, y〉+ 〈x′, y〉Á ~�~�~ËÄ 〈α · x, y〉 = α · 〈x, y〉 �e�<} 〈x, α · y〉 = α · 〈x, y〉Á ~�¾<Ä � �e�!��{1~��xt��<�e�Í¾!£¤�csuv&�e��t�¦�µP���xt�Vv&w�z�Å&�

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖
« �e��v&z�Å&�²Æ9��{|~��xt<te{1~,z±�¤~���zÍ~�� }<{|wÉsuv&�e�xt�¦�µ��k��t�uv*wxz�Å ���xt<{1� � �<�¤��{1~��xt��e�<� Á

CSU
Ä±�Ëv������}<~�{�´#{|y�z�£�w[{1�®��~��<{1v*w�v*�Bte &�<�¤~��Ð��~��e} ª

Á ¾<Ä ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0Á ¾�~�Ä ‖α · x‖ = |α| · ‖x‖Á ¾�~�~�Ä±¡�w[{1~�{1��y����e�e�!��{|~��xt��<�e�k� ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖
¡9~�{ � {�u{|~���{����<w

(i)
µ
(iii)

{|w[��£!����z�{1�Év��<��}<{1§ � �e�e�<�¤���e��v*z�z ©¤ª
« �

(iv)
� � {�u{|~��u}e{|w9suv&�e��t�¦�µP���xt�Vv&w�z�Å ���xt<{1� � �<�¤��{1~��xt��e�<� ª � {1tev&�k�ez��e�e�

|〈(x, y) , (x′, y′)〉| = |x · x′ + y · y′| ≤
√

x2 + y2 ·
√

(x′)
2

+ (y′)
2

« �<{|w[��z�V£¤����{1� �~�w�{|~��<��v&�xtX§¯v&�({1~��É�Bv&v*w � {|w�z�{Dv&�e���ew[£��B~�{|w[{1�(�
�  &te��{

x = (2, 7) � y = (1,−4)
ª ��~��<��{|z�Å�{|�É��~�{1�Ë{|wxz �

|〈(2, 7) , (1,−4)〉| = |2− 28| = 26 ≤
√

53 ·
√

17 =
√

22 + 72 ·
√

11 + (−4)2¬ �®}e~�{1��{|§ Ô v&���³~���z�}<~�{ � �e�¤��{1~��xt��e�<�@{|w[�Ë�e����z ª
Ñ ~�{|w����e�®}<{|w�v������¤{1§¨{1~��e{ � {|V{1~����
� ~,w��e{1t<§¨{1�ÉÅ �e{|wx��z�{1~��e{ Ô v&�����e��z�{|w[���xte{|~�}<�e�e�@¾!£!w|�
©¤ª Ô v&���

y = 0
Á
0
~���zÕ´�{|y�z�£!w��,Ä[�

|〈x, 0〉| ≤ ‖x‖ · ‖0‖ ⇔
n∑

i=1

xi · 0 ≤ ‖x‖ · 0 ⇔ 0 ≤ 0

·�ª Ô v&���
y 6= 0 ⇒ ‖y‖ 6= 0È �e�¥�({|wx{1�xte�<{1�É�~,w���£¤���¤{|�e}e{|����y&v&��v*wx�ew[£�}<�<y�z �

0 ≤ 〈x + λy, x + λy〉
(ii)
= 〈x, x〉 + 〈x, λy〉+ 〈x, λy〉+ 〈λy, λy〉

(iii)
= 〈x, x〉 + 2λ · 〈x, y〉+ λ2 · 〈y, y〉

Ö�	��.×��.	QØ�� � 	��
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λ
~���zÕ�({1��~�{|�e~�� ª � ~�w�{|wxtev&��z�{1�®{1~��e{nÆ9��{1~��xt��e�<� � }e~�{��!w[£�Ê�{��Nt<�e��~��xtky¤{|~�z�Å �®{1~��e{|w ���<v&}<w[v*z�~,µ����te{1�²Æ9��{1~��xt��e�<�Ðv��<�ËV{1~���z ª � ~,w��e{1t<§¯{|�É���e�®{|~��<{����ev&}<w[v*z�~����xte{n��wx�¤ &�eÅ �e�<�@¾¤£�w1�

〈x, x〉+ 2λ · 〈x, y〉+ λ2 · 〈y, y〉

= 〈y, y〉 ·
[

λ2 + 2λ · 〈x, y〉
〈y, y〉

]

+ 〈x, x〉

= 〈y, y〉 ·
[

λ2 + 2λ · 〈x, y〉
〈y, y〉 +

( 〈x, y〉
〈y, y〉

)2

−
( 〈x, y〉
〈y, y〉

)2
]

+ 〈x, x〉

= 〈y, y〉 ·
[

λ2 + 2λ · 〈x, y〉
〈y, y〉 +

( 〈x, y〉
〈y, y〉

)2
]

+ 〈x, x〉 − 〈y, y〉 ·
( 〈x, y〉
〈y, y〉

)2

= 〈y, y〉 ·
[

λ +
〈x, y〉
〈y, y〉

]2

+ 〈x, x〉 − 〈x, y〉2
〈y, y〉

= 〈y, y〉 ·
[

λ +
〈x, y〉
〈y, y〉

]2

+
〈x, x〉 · 〈y, y〉 − 〈x, y〉2

〈y, y〉

È �e�¥V &te��{1�É�~�w
λ
§¯~,z

λ = −〈x, y〉
〈y, y〉

ª � ~,w���{|z�Å�{|�¥{1~��¥�e�<}®{|w[tev&�,z�{|�»�

0 ≤ 〈x + λy, x + λy〉 = 〈y, y〉 ·
[

−〈x, y〉
〈y, y〉 +

〈x, y〉
〈y, y〉

]2

︸ ︷︷ ︸

= 0

+
〈x, x〉 · 〈y, y〉 − 〈x, y〉2

〈y, y〉

⇔ 0 ≤ 〈x, x〉 · 〈y, y〉 − 〈x, y〉2
〈y, y〉

⇔ 0 ≤ 〈x, x〉 · 〈y, y〉 − 〈x, y〉2

⇔ 〈x, y〉2 ≤ ‖x‖2 · ‖y‖2

⇔ |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖

� �e§¨{|wxy��<�e�<���g~��e{ È £!w[§ ~���zu~�§¨§¨{|w��(£¤��~,z�~�¾ ª ¡9v&te{�w�y��!�e�e{|� �~,w�}<{1� � {|z�wxv��nV{1�¤��v&����{|� ª
È £��xt®Å �®Å�{1~��¤{|�»�GÂ[Æ9��{1~��xt<te{1~,z3Ã ⇔ x, y

��~��<}¥��~��<{1v*w�v&�ete &�e�!~�� ª
Â ⇐Ã Á Ì {|~��xt�zxÄ
�  &te��{

x = 0
ª �g~��e��{|z�Å {1�¥��~�{1��{|wxz �

|〈0, y〉| ≤ ‖0‖ · ‖y‖ ⇔
n∑

i=1

0 · yi ≤ 0 · ‖y‖ ⇔ 0 ≤ 0

�  &te��{
x 6= 0

ª ¡9v&�e�º��£¤���!zDv&�<���!w[�<�e}º}e{|wÍ��~��e{|v&wx{1� � �ete &�e�!~���y¤{1~,z �
y = α · x §¯~,z

α ∈ R
ª�g~��e��{|z�Å�{1�É��~�{1��{|w�z��

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖
⇔ |〈x, α · x〉| ≤ ‖x‖ · ‖α · x‖
⇔ |α · 〈x, x〉| ≤ ‖x‖ · |α| · ‖x‖
⇔ |α| · |〈x, x〉| ≤ |α| · ‖x‖ · ‖x‖
⇔ |α| · ‖x‖2 ≤ |α| · ‖x‖2

Â ⇒Ã
� ~,w��e{1t<§¨{1�É{1~��e{ Ô v&�����e��z�{|w[���xte{|~�}<�e�e�@¾!£!w|�
©¤ª Ô v&���

y = 0 ⇒ x, y
��~��<}²��~��e{1v*w�v*�ete &�e�!~��¯�ev&�xtc¡9{|¢e�e~,z�~�£¤�X}e{�w���~��<{1v*w[{1� � �ete &�e�!~��&µy!{1~�z ª

Þ� � 0 %[�����.�&�
� � %�%|�>��� Rn
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	� � Ù �
·�ª Ô v&���

y 6= 0
ªQ« �e}<{1§ �~,w[}²Æ9��{|~��xt<te{1~,z�v&�<�¤{1�<£¤§¨§¨{1� ª È v&�xt

(∗) �Ë£¤���!z Á � �<w[Å {1�GÅ ~�{1te{1� �,Äx�

‖x + λy‖ = ‖y‖ ·
[

λ +
〈x, y〉
〈y, y〉

]

� �e§¨{|wxy��<�e�<� 〈x, x〉 · 〈y, y〉 − 〈x, y〉2
〈y, y〉 =

‖x‖2 · ‖y‖2 − 〈x, y〉2
〈y, y〉¬ ��zV���e�¯}e~�{9Æ9��{1~��xt<te{1~,z�¾¤£!� ‖x‖2 · ‖y‖2 = 〈x, y〉2 ⇔ ‖x‖ · ‖y‖ = |〈x, y〉| v��<�¤{1�<£¤§¨§¨{1� � ��£n�¤~��,z��

‖x‖2 · ‖y‖2 − 〈x, y〉2
〈y, y〉 = 0

λ
~���zÕ�({1��~�{|�e~�� ª � ~�wÕ��{|z�Å�{|�

λ = −〈x, y〉
〈y, y〉

�e�e}®{�w[tev&�,z�{1�(�

‖x + λy‖ = ‖y‖ ·
[

λ +
〈x, y〉
〈y, y〉

]

= ‖y‖ ·
[

−〈x, y〉
〈y, y〉 +

〈x, y〉
〈y, y〉

]

︸ ︷︷ ︸

= 0

= 0

� ~,w�tev*�({1�
(v) � (vi) � }ev±}e~�{1��{�}<~�w[{�y�z�v&�e��}<{1�®¡9{|¢e�e~,z�~�£¤�<{1�¥��£!���!{1� ª

« �
(vii)

�Ë£¤���!z�v&�<��}e{|w
CSU

ª ¬ }e{1{!�
‖x + y‖2 = 〈x + y, x + y〉 = 〈x, x〉 + 2 · 〈x, y〉+ 〈y, y〉

��wx�¤{|�e�e~���}e{|w�£��B~��¤{1� � §¨��£!wx§Í�e�<�Í~��¥}e~�{
CSU

{|~��<��{|z�Å�{|� ª

	 ��b ³h&f�� ��� i��@i ��i ��h ��p�� ��i � � eb`jrb �&d �&q � ��³h*i � �$p�� �$i����²q � �
©¤ª�Òkª�Ò � �e��z�v��<}¥¾¤£!�

P, Q ∈ Rn

Ñ ~�{|w�v&§ � {1~����B~�{1� ���<w
n = 2

�

��

	
Q

xQ − xP

P

yQ − yP

� ���&��� � %&�&/� � Ù � � � �!�r�3��� � × �³	���	�� �(%&��%|�.	����
R2

¬ �®}e~�{1��{|§ Ô v&���³�¤~��,z����kwN}<{1� � �B��z�v&�e}¥¾!£¤�
P

�<�e}
Q

Á �ev&�xtX°#¦�z�tev&�¤£�w[v&�[Äx�

d (P, Q) =

√

(xQ − xP )2 + (yQ − yP )2 =
∥
∥
∥
−−→
PQ

∥
∥
∥

Ö�	��.×��.	QØ�� � 	��
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©¤ª�Òkª�� � ~��ky¤{|�³Å��~����xte{|�®Å V{1~(´�{|y�z�£!w[{1�®~�§
R2 � R3 � ] (u, v)

�g�Õ�¤~���z � 〈u, v〉 = ‖u‖ · ‖v‖ · cos] (u, v)

��

v

u
α

� ���&��� � %&�&/� � Ù � ���®����% 	���× �>�¸�'�3-�	��
u
%&� � v

Á �¤~���zÕ��v&�<z��k�xt��<��{&Ä
È �e� � �e��}e{1t<���e�<�@v&�e�$}e{1�

Rn
� È v���t

CSU
�¤~���z �

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ ⇔ |〈x, y〉|
‖x‖ · ‖y‖ ≤ 1

È �e�®}<{|¢B�<~�{�w[{1�É�~,w1�
cos (] (u, v)) :=

|〈x, y〉|
‖x‖ · ‖y‖

V£!�({1~
] (u, v) ∈ [0, π]

©¤ª�Òkª�� �kv*z�Å
(I.3.1)

��¡N{|w9su£¤��~����<����v*z�Å
c2 = a2 + b2 − 2ab · cos γ

b

c

aγ

� ������� � %&�&/� � Ù � �`�$	����»���.���1%��
�.���.×g���
R2

� {�u{|~����Ë�<w�}e{1�
Rn

�

����

	�	


����γ

A

C

B

� � �&��� � %&��/� � Ù|Ú1�`�$	����»���.���1%��
�
�[�.×g���
Rn

È �e�®�!~��,z �
−−→
AB =

−→
AC +

−−→
CB

⇒ c2 =
∥
∥
∥
−−→
AB
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β

� ���&��� � %&�&/� � Ù � � β = ] (AC, CB)
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cosα = − cos (π − α)
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cos]

(−→
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= − cosγ

� ~,w���{|z�Å {1�®{1~��¥�e�<}®{|w[tev&�,z�{|�»�
c2 = a2 + b2 − 2 · ab · cos γ
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u, v 6= 0
ª È �<�¥�¤~��,z�� 〈u, v〉 = 0 ⇔ u⊥v

ª
ÆNw[�<�e}ev&�<���¤v*�({¤� « �®�!{1�¤{��»{|�e{1�

u, v, . . .
¢e�e}<{

x
§¨~,z

u⊥x, v⊥x, . . .

©¤ª�Òkª � ¡9{|¢e�e~,z�~�£¤�
(I.3.c)
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x = (a1, a2, a3)
� y = (b1, b2, b3)
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∣
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)
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(I.3.2)
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x, y
��~��e{1v*w��<�ev*�Bt< ��<�¤~�� ª ¡Nv&�e�®�¤~��,z��

Á ~�Ä
v⊥x, y ⇔ v = α · (x× y)

���<w�{1~��
α ∈ RÁ ~�~ËÄ ‖x× y‖ = ‖x‖ · ‖y‖ · sin (] (x, y))
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y
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y

x

‖y‖ · sin(α)

α

� ������� � %&�&/� � Ù � � ‖x‖ · ‖y‖ · sin ] (x, y)
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ª ¡9v&��te{1~,Ê�z �
〈n, α · u + β · v〉 = α · 〈n, u〉+ β · 〈n, v〉 = 0�g~��e{�¹ �!�¤��~��xtky¤{|~�z

nE
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n = u× v

ª
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Q = (x, y, z)
ª Ô �kw

P
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P (a, b, c)
ª È �<�¥�¤~���z �

Q ∈ E ⇔ −−→
PQ⊥n ⇔

〈

n,
−−→
PQ

〉

= 0

¹½v&�®{|w[te &�,z�}e~�{ Ñ {1����{1���xte{ È £�w[§¨v&����£�w[§ }e{�wN�$�({1�e{¤�
〈n, P 〉 = 〈n, Q〉 ⇔ 〈n, (a, b, c)〉 = 〈n, (x, y, z)〉
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