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Kapitel II: Algebraische Strukturen
Wir werden in diesem Kapitel folgende algebraische Strukturen betrachten:

e Gruppen
¢ Ringe und Koérper

o Vektorraume.

2.1 Kapitel (II.1): Gruppen

2.1.1 Definition (II.1.a): Verkniipfungen

Sei M eine nicht leere Menge, (sei M x M = {(a,b)|a,b € M}). Eine Verkniipfung
(Komposition) auf M ist eine Abbildung f: M x M — M.

Beispiele:
(@) +:QxQ—Q,(a,b) —a+b

(b) -:QxQ—Q,(a,b) —~a-b

(c) fi:NxN=N,(a,b) — a’

(d) max: N x N — N, (a,b) — max {a, b}
(e) min: N x N — N, (a,b) — min {a, b}
(f) geT:N x N — N, (a,b) — ggT {a,b}
(g) kgV : Nx N — N, (a,b) — kgV {a, b}

2.1.2 Definition (II.1.b): Abbildungen Abb (M, M)

Wir definieren: Abb (M, M) ={f: M — M} (Menge der Abbildungen von M nach M)
Hier ein Beispiel fiir Verkniipfungen:

M LN % P liefert gof:M— P,mw— g(f(m)).

Lies “g o f als “Verkniipfung von f, ¢”’, “Komposition von f, ¢’ oder als “Hintereinan-
derausfiihrung von f, g”.

Standardverkniipfung auf Abb (M, M):
Abb (M, M) x Abb (M, M) — Abb (M, M)
(f,9) = gof
Beispiel: Sei M =R und f: R — R,z +— 23 und g: R — R,z +— (z+1)°
Nun gilt:
(gof) (@) = g(f@)=g(") = ("+1)°
(fo)@) = flg(@)=Ff(a®+1)=(*+1)°

Wie man leicht sieht spielt die Reihenfolge eine Rolle.
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Seite I1I-2 Lineare Algebra I - Vorlesung

2.1.3 Definition (II.1.c): Assoziativitit
Eine Verkniipfung auf M heifdt assoziativ, wenn gilt:
Va,b,c € M : (ab) c = a (bc)

Anmerkung: Wir verwenden keine Operatoren im allgemeinen Fall, es gilt: (a,b) — ab.
Beispiel fiir Assoziativitdt: +:(a+b)+c=a+ (b+¢).

Sei f; gegeben mit fi (z,y) = a¥

Nun wollen wir f; auf Assoziativitit untersuchen. Allgemein ergibt sich:

o fiir die linke Seite: f; (fi (a,b),c) = (ab)c.

e fiir die rechte Seite: f; (a, fi (b,¢)) =a’".
Wir vermuten, daff die Assoziativitéit nicht gegeben ist. Deshalb probieren wir aus:
(25" = 4096
23" = 281~ 10038 & 10242 3> 4096

Wir haben ein Gegenbeispiel fiir eine Aussage gefunden die allgemein giiltig sein soll.
Also ist f; nicht assoziativ.

Wichtig: Verkniipfungen auf Abb (M, M) sind assoziativ.
Gegeben: M LN ph Q. Nun gilt: ho(go f)=(hog)o f.
Beweis: Auf der linken Seite:

Def. Def.
ho(gof)(m) = h((gof)(m)) = h(g(f(m)))

Auf der rechten Seite ergibt sich:

(hog)of)(m) = (hog)(F(m) = h(g(f(m))

2.1.4 Definition (II.1.d): Symmetrische Gruppe S,,, Permutation
Wir definieren die Gruppe S,, als:
S, = {invertierbare Abb ({1,...,n},{1,...,n}),0}

1 2 3 ... n
21 iQ ig o g
in der unteren Zeile die Bilder. o ist invertierbar :& 3 Umkehrabbildung (& o ist
bijektiv).

Ist eine Abbildung bijektiv, so ist diese injektiv und surjektiv:

Es gilt: 0 = , dabei stehen in der oberen Zeile die Elemente und

f:M — N :surjektiv & VyeNIreM:y=f(x)
f:M — N :injektiv & Vmi,me € M :mq #mo = f(m1) # f(me)

o bijektiv < alle i; sind paarweise verschieden < “2. Zeile ist eine Permutation der
1. Zeile”.
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Definition und Notation:

S, = ({o:{1,...,n} = {1,...,n},obijektiv} o)
S, nennt man die symmetrische Gruppe von n Ziffern. Elemente von S, werden als
Permutationen bezeichnet.
Man benétigt fiir die Definition der symmetrischen Gruppe 5, folgende Tatsache: f,g
bijektiv = f o g bijektiv.

Genereller Sachverhalt:

f,ginjektiv = f o ginjektiv
f,gsurjektiv = fogsurjektiv
Anmerkung: Bei einer Komposition von Abbildungen zuerst immer die letzte An-
wenden.
Beweis:
MLNLPp
Zuerst die Injektivitdt: Vmi,me € M : my # mo = g(my1) # g(m2) = f(g(m1)) #

f(g(m2)) & (fog)(m1) # (fog)(ms2). Die erste Folgerung beruht auf der Injektivitit
von g, die zweite Folgerung beruht auf der Injektivitit von f.

Nun die Surjektivitit: Zu zeigen: Vp € PIm € M :p=(fog)(m).
Sei p € P gegeben, dann gibt es wegen der Surjektivitit von f ein n € N: p = f(n).
Weil ¢ surjektiv ist 3m € M : n = g(m). Einsetzen liefert:

Def.
p=f(g(m)) = (fog)(m)

4\ (12 34
2/  \a b c d

Beispiel fiir S,,, n = 4:
1 2 3 4 . 1 2 3
2 1 4 3 4 1 3
g (]
a, b, c,d ergeben sich nun folgendermafien:

154%3-0 2L1%0=p 3L3%4—¢ 4t 0%1-94g

2.1.5 Definition (II.1.e): Halbgruppe, Neutrales Element

(i) Eine Menge mit assoziativer Verkniipfung heifst Halbgruppe.

(ii) Gegeben (M, o). e € M heifit neutrales Element (Einselement, Nullelement, etc),
wenn gilt: Va e M : a-e=e-a=a.

Anmerkung: Bei “0” handelt es sich um eine Verkniipfung und nicht um die Multi-
plikation im Speziellen.

Beispiele:
e (Q,4), (Z,+): neutrales Element 0.

e (Q* =Q\ {0}, ): neutrales Element 1.
e (Abb (M, M),0): neutrales Element e: M — M, eo f= foe=f=1idy

id)s ist die Identitit. Sie besitzt folgende niitzliche Eigenschaft:id,; (m) =mVYm e M
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Verkniipfung: f: M x M — M.
Abstrakt: (a,b) — ab. Konkret fiir die Multiplikation: (a,b) — a - b.
Eigenschaften einer Halbgruppe:

(i) Assoziativitdt: (ab)c = a (bc). Beispiel: max (max (a,b),c) = max (a, max (b, c)).
(ii) neutrales Element e (auch “Nullelement” oder “Einselement”) Va : ea = ae = a.
Beispiele fiir Halbgruppen:

(a) (Z,+) ist assoziativ, 0 ist neutrales Element.
(b) (N,.) ist assoziativ, 1 ist neutrales Element.
(c) (Abb(X,X),0) ist assoziativ, idy ist neutrales Element.

(d) S, = (o:{1,...,n} = {1,...,n}| o bijektiv ,o) ist assoziativ, id ist das neutrale
Element.

Spezielle Notation fiir o:

o = ( 1 2 R > wird als Permutation bezeichnet
11 12 7%

Beispiel: M = {neN|n>2}. (M, ) und (M,+) sind assoziativ, enthalten aber kein
neutrales Element.

2.1.6 Satz (II.1.1): Eindeutigkeit des neutralen Elements in einer Halbgruppe

In einer Halbgruppe gibt es héchstens ein neutrales Element.
Beweis: Seinen ¢, e’ neutrale Elemente in der Halbgruppe H.
Zu zeigen: ¢ =¢'.

Es ist:

Anmerkung: (x): ¢’ ist neutrales Element, (xx) : ¢ ist neutrales Element.

2.1.7 Definition (II.1.f): Monoid, Invertierbarkeit

Definitionen:

(i) Monoid := Halbgruppe mit neutralem Element.

(ii) Invertierbarkeit: Sei H eine Halbgruppe mit neutralem Element e. Dann heifit
a € H invertierbar, wenn es b € H gibt mit ab = ba = e.

Beispiele:

(a) Gegeben sei (N,:). a ist invertierbar (beziiglich der Multiplikation)
< FeN:a-b=b-a=1 (in Nist a =1 das einzig invertierbare Element).

(b) Gegeben sei (R,-). a ist invertierbar
< dbeR:a-b=b-a=1 < a#0.

(¢) Gegeben sei (Abb(X,X),0). f: X — X ist invertierbar
& dg: X — X mit fog=idx und go f =idx.
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Behauptung: f ist invertierbar < f ist bijektiv.
Beweis:
o,
f ist bijektiv = Es existiert die Umkehrfunktion f~!: X — X, f(z) — .
Def. !

Setze g:= f~1: (fog)(z) = (fo ffl) (x) = f (ffl (:17)) = z.
Zum Beweis: Setze 1 := f (a) fiir ein o € X (f ist surjektiv), da f~! (f(a)) = a.
Weiter: f(f~'(z)) = f(f~'(f(a) = f (a) =z
Nun betrachten wir (go f) (z):

(%)
(gof) (@)= (ftof)(x)=f'(f(z)) = x. Wir verwenden bei (x) die Eigenschaften
der Definition der Umkehrfunktion.

Insgesamt haben wir bisher gezeigt: fo f~! =id und f~'o f =d.
="
Zu zeigen: fog—=id % fsurjektive, gof=id = finjektive,
Beweis fiir (1):
Sei y € X. Zu zeigen: Jz € X : f(z) =y.
Es ist y =idx (y) = fog(y) = [ (9 (v))-
Also mit g (y) = x ergibt sich: f(g(y)) = f(x) =y.
Beweis fiir (2):
Zu zeigen: x # 2’ = f(z) # f(2).
Kontraposition: (A= B) <& (=B = -A).
In diesem Fall zu zeigen: f(z) = f(2') =z =2a'.
Sei f () = / (+') = 9 (f (#)) = g (F (+'))-
Das heifst nach Definition: (go f) (z) = (go f) (z).
Nach Voraussetzung gilt: (go f) =idx. Daher:
idy (z) = idx (2/)

/
x - x

2.1.8 Satz (I1.1.2)
Sei H eine Halbgruppe mit neutralem Element. Dann gilt:
ab=ab' =ba=ba=e=b="b

Umgangssprachlich: Das Inverse ist eindeutig.

Beweis:
(No) Vor. (Ao) Vor. (No)
b = boe = bo(acl)) = (boa)ob = eob = ¥

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Gruppen



Seite II-6 Lineare Algebra I - Vorlesung

2.1.9 Definition (I1.1.g): Das inverse Element

ab = ba = e. Wir bezeichnen b als das Inverse zu a.

Notation: b=a""l.

Beispiele:
(@) R\{0},")at=a""=_.
(b) (Abb (X, X),0). f~! ist das Inverse (f~! ist die Umkehrfunktion).
(c) (Z,+). Das Inverse zu a ist —a, da a + (—a) = 0.

(d) o €S, o ist bijektiv, also existiert o~!

Beispiel fiir 0,07 ! € S5 :

. 1
7 = \3
ot = <i’

Um o~ ! zu erhalten haben wir die Werte und Bilder vertauscht und abschliefRend die
neuen Werte der Grofie nach sortiert.

DO DD
W = =W
e OT O e
N Ot
S~—

1

2.1.10 Definition (IL.1.h): Gruppe

Eine Gruppe G ist eine Halbgruppe mit neutralem Element, in der jedes Element
invertierbar ist. Mit Quantoren:

(i) Assoziativitdt: Va,b,c € G : (ab) c = a (bc).
(ii) Neutrales Element: Je € GVa € G : ae = ea = a.

(iii) Inverses Element: Va € GIb € G:ab=ba =¢
Beispiele:

(a) (Z,+),(Q,+),(R,+) sind Gruppen. Hier e =0, Inverses Element —a.

(b) (@*=Q\{0},),(R* =R\ {0},-) sind Gruppen. Hier ¢ = 1.
Inverses Element: ¢! = l
a

(c¢) ({-1,1},.) ist eine Gruppe mit zwei Elementen.

(d) ({0},+) ist eine Gruppe mit einem Element.
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2.1.11 Satz (IL1.3)

S, ist eine Gruppe mit n! Elementen.

Beweis: S,, ist Halbgruppe mit neutralem Element. Bereits bewiesen: jedes Element
in S, ist invertierbar weil die Elemente von S,, bijektiv sind.

Behauptung: |S,| =n! (|S,| := Anzahl der Elemente in S,.)
Méglichkeiten fiir die Bilder einer Permutation: o = ( Z.l 1'2 Zn )
1 %2 ... ip
Fiir den ersten Wert gibt es n Moglichkeiten fiir die Position von i;.
Bei gewihltem i; gibt es (n — 1) Moglichkeiten fiir die Position von iz. (o injektiv
=iy =0(2)#0(1) =1i1).
Bei gewihlten i1,i5 gibt es (n — 2) Méglichkeiten fiir die Position von i3.
Weiter so bis wir alle i; durchlaufen haben.

Insgesamt: n-(n—1)-(n—2)-...-1=n! verschiedene Méglichkeiten der Anordnung.

2.1.12 Notation: r-Zyklen

Es gilt: Sn{<1 2 n>}7 |Sn| =nl!
11 12 2

Spezielle Permutationen: r-Zyklen (haben r Ziffern):
o = (i1 19 ... i,.)
Dies bedeutet:
(X) i1 =i oo ey > iy o 0
(I1) k#i1,...,i, = 0o (k) =k.

Man kann sich dies auch anhand eines Kreises vorstellen:

Abbildung II-1: ein r-Zyklus an einem Kreis

Hier nun ein Beispiel:

1 2 3 4 5 6
"_(1345)(324516>
) 1 23456
o’ = 0002(4 5 5 1 3 6 =(1 4)(3 5)
3 2 3 45 6\
03 = gococooc=c00? < 9 1 3 4 6 f(l 5 4 3)
4 S 1 2 3 4 5 6 —id
ot = cococooc=0c00° 1 234056/~
Generell gilt: ( 1 ... iy )T = id. Nun gilt:

_ 1885 .
gL = IS (1) 1 _ ;1885

o0 OO0 =0
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2.1.13 Satz (I1.1.4): Rechengesetze in Gruppen

In jeder Gruppe sind bei gegebenen a,b € G die folgenden Gleichungen eindeutig
16sbar:

I:a-2=b Il:y-a=b und zwar I:z=a"'-b Il:y=b-a '

Beweis fiir Gleichung I:
Wir miissen sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit der Lésung zeigen.

Existenz: Wir setzen unsere Vermutung in die linke Seite ein und erhalten:

Ass. Inv.

a-x:a~(a71-b) = (a-ail)-b = e-b=b

Wir erhalten die rechte Seite.

Eindeutigkeit der L6ésung: Sei x € G, das heifdt a - © = b. Nun multiplizieren wir mit
a~! auf beiden Seiten von links und erhalten: o' (a-z) =a~!-b

Das heifit (Assoziativgesetz): (a™'-a)-z=a"'-b
Das heift (Neutrales Element): ez =a"'-b & z=a"1-b

1

Der Beweis fiir II erfolgt analog, wobei mir ¢~ von rechts multipliziert wird.

2.1.14 Definition (IL.1.i): Kommutative Verkniipfung
Eine Verkniipfung heifft kommutativ (abelsch) wenn gilt:
Va,b: ab = ba
Beispiele:
(a) (z,+),(Z,"),...,R,4+),(R,-) sind kommutativ.
(b) u,v € R:u,v+— u x v ist nicht kommutativ.
(¢) Si, S2 sind kommutativ .

(d) S,, n > 3 sind nicht kommutativ.

Behauptung: u xv=—-v Xxu

Beweis: u = (a1, a2,a3), v = (b1, ba, b3).

o az as a3 aj ar  ag
uxv = ( by by |'| bs b || b1 b >

_ [ | b2 b3z | | b3 b bi b2

- az as ’ az ai ’ ay ag

_ (] b2 b3 by b bi b2

- az as ’ a3z aj ’ ay ag

= —vXu

Behauptung: S, fuer n > 3 ist nicht kommutativ.

Das es sich um eine Aussage fiir alle handelt reicht ein Gegenbeispiel um zu zeigen,
dafs S,,n > 3 nicht kommutativ ist.

saoresaa=(12)- (12 1), am12a)(12Y)

Nun gilt: cor=(2 3)#(1 3 )=7100
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2.1.15 Mehrfache Produkte von Gruppen (Halbgruppen)

Eine Verkniipfung ist binir. Das heifit: es kdnnen nur zwei Elemente auf einmal
verkniipft werden.

Gegeben seien drei Elemente: a,b,c € G. Nun gibt es mehrere Moéglichkeiten diese
Elemente zu verkniipfen: (ab)c¢, a (bc), (ba)c, ...

Gegeben seien a;,...,a, € G. Nun gilt: Hai =(..((a1-a2) as)...-an-1) - an
i=1

1 n+1 n
Als rekursiven Definition: Hai =a; und H a; = <H al-) S

i=1 i=1 i=1
Wir wollen nun den Fall fiir n = 4 betrachten: ﬁ a; = ((a1 - a2) - a3z) - aq
Es ist aber auch eine andere Klammerung mﬁgilziih: (a1 - a2) - (as - aq).
Behauptung: In einer Halbgruppe gilt: f[ a; = (a1 - az) - (as - aq)
i=1

A
Beweis: ((a1-a2 )+ a3 )+ as = (a1-a2 )-( az - ag )
SN—— N—— ~~ ~~
x Y z x Y z
Zudem gelten nach dem Assoziativgesetz auch:
A A A A
((a1-az)-az)-as = (a1-az2)(az-as) = ar-(az-(az-as)) = a1-((az-a3) as) = (a1-(a2-a3))as

2.1.16 Satz (I1.1.5): Allgemeines Assoziativgesetz

Gegeben: H sei Halbgruppe, mit a4,...,a,,an41,0, € H. Dann gilt:

n+m

n m
[[eir [Tanes = Il
i=1 j=1 i=1

Beweis nun per vollstindiger Induktion nach n + m.

Induktionsverankerung: n +m = 2. Das heifst n =m =1, da n,m € N.
1 1

Betrachtung der linken Seite: H a; - H Qpyj = Q1 - a2
i=1 j=1

2
Betrachtung der rechten Seite: Hai =ajy-as
i=1
(n+1)4+m

Induktionsschluf: Es gibt zwei Moglichkeiten: n+m ~n+m+1= { n+ (m+1)

Hier wollen wir nur den unteren Fall betrachten:
n+m~n+ (m+1): Wir starten auf der linken Seite:

n m—+1 n m+1 Def. n m
i=1 7j=1 i=1 7j=1 i=1 7j=1

Ass.

n m TIA n+m Def. n+m+1
= H a; - H An+j | * Gntm+1 = H a; | - Anym4+1 = H a;
i=1 7j=1 i=1 i=1
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2.1.17 Satz (I1.1.6): Allgemeines Kommutativgesetz
Gegeben: H sei kommutative Halbgruppe, mit a4,...,a, € H, 0 € S,,. Dann gilt:
ay-az - ... ap = aa(1)~aa(2)~...~aa(n)

Hier kein Beweis. Es wird auf die Literatur verwiesen (Im Prinzip wie Beweis des
allgemeinen Assoziativgesetz).

2.1.18 Anwendung: Potenzgesetze in Gruppen
n

Sei G eine Gruppe, a € G,n € N " := Hai fiir a, =a a’=e
i=1

-1
Fiir n € Z gilt: n > 0: siehe oben, n < 0: ¢" = (a‘”‘)

2.1.19 Satz (I1.1.7): Potenzgesetze

Sei G Gruppe, a,b € G,n,m € Z. Dann gilt:

(i) Multiplikation:

v = afle "2 amare
1=1 =1 =1
m
(an)m _ Han:an an_azjzln_anm,
Jj=1
Beispiel:
_ -1 _ _ _ _ —1
A% a7 = g0 (@) = g7l.a7lal a7l g - (a1)
_ 10
_ _ _ _ -1 _ _ _ _
= alaloatoaml oM (@) =alat et a7t e
—_— ——
=€

(ii) Das Inverse Element einer Produktes: (ab)™' =b"1a~!
Zu zeigen: (ab) (a='b71) = (b~'a™") (ab) = e.
Nun gilt fiir die linke Seite: (ab) (a7'07') = (abb™')a™' = (ae)a ' =aa"' =e
Auf der rechten Seite gilt: (b='a"!) (ab) =b7' (a7'ab) =b"'(eb) =b"b=¢

Damit ist (b_la_l) das inverse Element zu (ab).

Kom.

(iii) G abelsch: (ab)" =[J(a0) = ]]a-

i=1 =1 7

b=a"b"
1

n
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2.1.20 Definition (II.1.j): Aquivalenzrelation auf einer Menge M:
(i) Yz € M : z ~ z (Eigenschaft der Reflexivitit)
(ii) Vz,y € M; z ~ y = y ~ = (Eigenschaft der Symmetrie)

(iii) Vz,y,z: 2 ~y,y ~ z = x ~ z (Eigenschaft der Transitivitit)

Die Aquivalenzrelation ist eine Abschwichung der Identititsrelation.
Definition: Aquivalenzklasse: [z] := {y € M|y ~ z}
Es gilt: M = U verschiedene Aquivalenzklassen

e

Abbildung II-2: Skizze fiir M

Definition: Menge der Aquivalenzklassen wird als M /~ bezeichnet. Die Elemente der
Menge sind wiederum Mengen.

2.1.21 Definition (II.1.k): Kongruenzrelation mod n auf Z.

Lies “modulo n auf 7Z”. Fiir a,b € Z und ein festes n € N gilt:a = bmodn < nla —
bBemerkungen:

e n € N, Division mit Rest: a=¢-n+r mit 0 <r <n-—1.

e a =bmod n < a,b lassen bei Division mit Rest durch n denselben Rest.

Definition fiir Teiler: z|y < 3z: 2 -2z =y.

2.1.22 Satz (I1.1.8): = mod n ist eine Aquivalentrelation

Beweis:

Reflexivitit: a = a|n, denn nla —a = 0.

Symmetrie: Sei a = b mod n, Zu zeigen: b = a mod n. Das heifst n|b — a.

Nach Voraussetzung gilt: nla—b<a—-b=k-n < b—a=(-k)'n & b—a=Iln
Transitivitdt: Sei a = b mod n und b = ¢ mod n.

Zu zeigen: a =bmodn, b=cmodn = a=cmodn.

Esgilt: a—c=(a—-b)+(b—c)=k-n+l-n=(k+1)-n

2.1.23 Definition (IL.1.1): @

a =Kongruenzklasse von a = {b € Z|a =bmod n} = {b € Z| (n|Ja — b)}.

Die Kongruenzklasse ist eigentlich eine Aquivalenzklasse.

2.1.24 Definition (IL.1.m): Restklassenringe Z/,,z

Z/nz :=Menge der Kongruenzklassen modn = {a|a € Z}.
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2.1.25 Satz (I1.1.9):

Es gilt:

(i) a=a+n-Z={a,a+n,a—n,a+2n,a—2n,...}

(ii) Es gibt genau |n| verschiedene Kongruenzklassen fiir n # 0.

Beweise:
Def.

zu (i): bea & a=bmodn & Jke€Z:a—-b=k-n

& Jke€Z:b=a+ (k) nelecZ:b=a+l-n

Def.

zu (ii): n=0:a=bmod0 < Ola—beIkecZ:0-k=a—-bsa=h
Also: = mod0 ist die Identitédt. Das heifst @ = a.
n # 0: Division mit Rest beziiglichn:b=¢-n+r fiir 0 <r <|n| -1

Intervall der Liange |n|

-
— - — - — - ... - |
[ [ [ [ [ [ [ [ C
=3[n| =2[n| =[n] 0 |n| 2[n[ 3n] kln| (k+1)[n]|

Abbildung I1I-3: Skizze fiir n <0

Das heifdt: b=rmodn mit 0 <7 < |n|—1=b=7 fiir ein r € Ny mit 0 <r < |n| — 1.

Es gibt also |n| viele Klassen.

Noch zu zeigen: Die Klassen 7 fiir 0 < r < |n| — 1 sind paarweise verschieden.

Sei 7=3mit 0 <s<|n|—1. Das hei’t r=smodn&nls—r<s—r=k-n=|s—r|=0
oder |s —r| > |n|. Weil ;s € [0, |n| — 1] sind kann nur gelten: |s—r|=0=s=r C.

Beispiele:
(a)y n=2: 7/ = {@T}. Es gilt:
0 = {z€Z]| 2]z —0)} = {alle geraden Zahlen}
1 = {x€Z|(2lz—1)} = {alle ungeraden Zahlen}
(b) n=3: Z/3z = {0,1,2}. Es gilt:t

0 = {z€Z|B|lzr-0)}
{alle durch drei teilbaren Zahlen}

1 = {z€Z|Blz—-1)}
= {Zahlen, die bei Division durch 3 Rest 1 zuriicklassen}
2 = {z€Z|Blz—-2)}

= {Zahlen, die bei Division durch 3 Rest 2 zuriicklassen}

() neN: Z/pz ={0,1,2,...,n -1}
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2.1.26 Rechengesetze auf Z/,7:
L4 (Z/nZv+7’)
o Fiir n #£0: Z/z ={0,1,...,n—1} = {7|z € Z}.

Gleichheit: T=7 < nlzr —y < =y modn
Addition: T+y7=z+y
Multiplikation: T-y =7 -y

Wohldefiniertheit: Ziel: “Klassen” zu addieren und multiplizieren.
Gegeben seinen K7, Ks. Nun:

(a) Wahle z1,2z2 mit K; =77 und Ky =73
(b) Addiere z; + a2
(c) Definiere K; + K5 := 11 + 2

Nun stellt sich das Problem der Wohldefiniertheit: Zeige, dafi der Wert K; + Ko
unabhingig von der Auswahl der x; mit i = 1,2 ist.

Vor dem allgemeinen Beweis zuerst ein Beispiel:

Sei n = 15. Nun gilt: 1 = 46 und —6 = 84 (In beiden Féllen handelt es sich um
Reprisentanten derselben Kongruenzklasse). Fiihren wie eine Addition durch, so
ergibt sich:

14+ (—6)=-5=10=130=46+ 84
Die Auswahl spielt also in diesem Beispiel keine Rolle.
Allgemeiner Beweis: Sei 77 = «} und 73 = 5.
Zu zeigen: 17 + 12 = 7 + 25,. Das heifit: n| (v1 + z2) — (2] + 25)

=A

Bemerkung: In diesem Fall ist alles womit wir arbeiten kénnen n|z; — 2} und n|zy — 5.
Nun gilt fiir A:

Vor.
A=(z1+a)— (i +25) = n-li+n-la=n-(1+1)

Also ist n ein Teiler von A.
Weiter ist zu zeigen: T7 - 73 = x} - 5. Das heifit n| z; - x5 — 2} - 25
—_————
=9
Nun gilt fiir §:
§ = @1 w2—) -wh =121 70 —T) -T2+ 2] -1y — )T
=0

= (z1—2)) 22+ (va—a))=n-li -2+ -n-lo=n-(l1 -2+ 13- 7))

Also ist n ein Teiler von §.

Beispiele: Sei n = 10:

©e6-9=54=14
e 4.5=20=0
« 7 =313=3
o P30T _ (52)171730 g (—)171730 G—39

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Gruppen
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2.1.27 Satz (I1.1.10)
Es gilt:

(i) (Z/nz,+) ist abelsche Gruppe mit neutralem Element 0. Das additive Inverse zu
a ist —a.

(ii) (Z/nz,) ist eine kommutative Halbgruppe mit neutralem Element 1.

Beweis:
zu (i): Assoziativitit. Zu zeigen: (@ +b) +c=a+ (b+¢).

Def. Def.
Linke Seite: (a+b)+¢ = a+b+c = (a+b)+ec.

Def. Def.

Rechte Seite: a+ (b+¢) = a+b+c = a+(b+c).
Da die Addition in Z assoziativ ist folgt, daff die linke und die rechten Seite dquivalent
sind.

Betrachtung des neutralen Elements: a+0=a+0=a=0+a=0+a
Z
Betrachtung der Kommutativitit: a+b=a+b = b+a=b+a
Def. Z
Betrachtung des inversen Elements: a+—-a = a+ (—a) =0

zu (ii): Beweis erfolgt analog.

2.1.28 Eigenschaften von Z/,7:
e (Z/nz,+) ist abelsche Gruppe

— Neutrales Element: 0 =7 = —2n=...

— Inverses Element: — (@) = —a=n—a=...

e (Z/nz,-) ist kommutative Halbgruppe

— Neutrales Element: 1=n+1=—6n+1=...
— Keine Gruppe, da 0-7=0-2 =0 # 1 (Es existiert kein inverses Element fiir
In| >1)

Eine Anmerkung zur Notation: @ —b=a + (—_b) =a —b.

2.1.29 Rechenbeispiele fiir Kongruenzklassen

Sei n = 10. Berechnen Sie 16° — 2" + 22. Nun gilt:

22=2

Setzen wir nun ein, so erhalten wir: 16 -2° +
Sei n = 10. Was ist 9°?

Der schlechte, da aufwendige Weg: 9" = o,
Der gute Weg: 9" = —1". Nun gilt:

{ 1 k gerade

—1 kungerade

—_"
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2.1.30 Invertierbarkeit von Z/gz

@ ist invertierbar in (Z/,7,-) < 3b€Z/yz:a-b=b-a=1
Sind die Klassen in Z/gz invertierbar?
Element: 0 1 2 3 4 5 6 7
Dazugehériges inverses Element — 1 — 3 — 5 7

Die ungeraden Elemente sind leicht zu berechnen.

Warum gibt es keine inverses Element fiir 2?

Es gilt: 2.7 = 27 = . ¥ miifite nun 1 sein. Aber 7 ist gerade, weil 8|y — 2z. Daher
existiert fiir 2 kein inverses Element. Das Argument lif3t sich analog auf alle anderen
geraden Kongruenzklassen in Z/g; anwenden.

2.1.31 Der ggT (a,b)

ggT (a,b) = grofte natiirliche Zahl, die a und b teilt.
Welche Inputs sind méglich: a,b € Z, (a,b) # (0,0).
Definition Teiler: z|ly < Jk =k -x = y.

Anmerkung zur Null:

e 2|0, denn 0 -z = 0, wobei die erste Null £ ist und die zweite Null y.

e Olz=2=0.
Wichtige Eigenschaften des ggT (a,b):

(i) ggT (a,b) =ggT (a,b—a-q) mit a #0,q € Z.
(ii) ggT (a,0) = |al
(iii) ggT (a,b) = ggT (b,a)

Beweise:
Zu (iii): Klar, da a und b symmetrisch in die Definition eingehen.
Zu (ii): Klar, da alle Zahlen Null teilen. Der gréfite Teiler von a¢ und Null ist |a|
Zu (i): Sei d = ggT (a,b), e =ggT (a,b—q-a). dla,b.
Das heift a=z-dund b=y-d=dla,(b—a-q=y-d—(z-d)-g=(y—x-q) - d).
Def.
Das heiftt: dja,a—b-q = d<e.
Nun bleibt zu zeigen: ¢ < d (dann folgt e = d).
Esistb=(b—a-q)+a-gq=(b—-a-q¢)—a-(—q). Also b=>b"—a- (—q).

Hier noch einmal eine Verdeutlichung:

a,b — ab — ab
d < e < d

Division mit Rest: a 20, b=a-q+rmit 0<r <|a|]—1. r=b—a-q.
Nach Eigenschaft (i) folgt: ggT (a,b) = ggT (a,r).
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2.1.32 Euklidscher Algorithmus

Berechnen Sie den ggT (196,217). Nun gilt:

geT (196,217) = ggT (196,7) ? . 217=196-1+21
=  ggT(196,217) = ggT (196,21)=ggT(21,?) ? : 196=21-9+7
= ggT (196,21) = ggT (21,7) =ggT(7,7) ? 21=7-34+0
= geT (7,21) = ggT(7,0)=7]=7
ggT (a,b) liefert den gréfiten gemeinesamen Teiler von ¢ und b.
Seien a,b € N:
ap ="b-q1 +az 0<a<b—-1
b=az-q2+as 0<az<az—1
az =az-qs+aq 0<as<az—1
ag=as-qa+tas O0<as<as—1
ai—1 = a; - q; +aiy1 0<aiy1<a;—1 a1 #0

a; = Git+1 - ¢iy1 +0
Dann ist a;1 der ggT (a,b).
Der Euklidische Algorithmus liefert =,y € Z mit ggT (a,b) =z -a+y-b.

2.1.33 Beispiel: Berechnung von ggT (471,113)

Es gilt:

471 = 113-4+19

113 = 19-5418

19 = 18-1+1

18 = 1-1840

= ggT (471,113) = 19-18-1

= 19-(113-19-5)-1
= 19-6-113-1

Damit ergibt sich: ggT (471,113) =1

(471 - 113-4) -6 — 1131
471-6 —113-25

=471-6—-113-25

2.1.34 Satz (I1.1.11): Invertierbarkeit in(Z/,z, ')

Sei @ € Z/,z gegeben. Dann besitzt @ ein (multiplikatives) Inverses genau dann, wenn
ggT (a,n) = 1. Aus der Darstellung 1 =z -a + y - n ergibt sich:

Nicht vollstindiger Beweis:

@

T

l=z-at+y-n = 1=z aty n=%-a+ yn =2-a
~—
=0
Also: 1=7-a.
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2.1.35 Erweiterter Euklidscher Algorithmus

ggT (a,b), a1 =a,aa =b. Fiir i > 2:a;,_1 = a; - ¢; + aj1+1 mit 0 < a;41 <|a;| — 1.
STOP: a;11 =0. OUTPUT: ggT (a,b) = a;.
In der i-ten Schleife: ggT (a;—1,a;) = ggT (a;t1,a;). Eventuell: ggT (a,0) = |al.

Hier nun der erweiterte euklidische Algorithmus:

ap = az2-q2+as

a2 = az-q3+aq
ai—3 = G;—2-¢i—2+aij—1
Ai—2 = G;j—1°Qi—1 +a;

ai-1 = a;-¢+0
Aus der vorletzten Zeile folgt:
d=a;=a;—2+ai1-(—qi-1)
Aus der drittletzten Zeile folgt:

d = ai—2+ (ai—s +ai—2- (—¢i=2)) - (—qi—1)
ai—3+ai—2- (1+¢qi—2-qi—1)

Eventuell erhalten wir:

d = a1-r+az-y
= a-z+b-y

Noch eine Anmerkung zur Effizienz des erweiterten Euklidischen Algorithmus

a,b < N = dann li4ft sich der ggT (a,b) in hochstens 2-In N Runden berechnen. Eine
Runde ist dabei eine Division mit Rest.

Annahme N = 10'%°, Nun miissen wir nur noch 2-1n10'% berechnen um die maximale
Anzahl der Runden zu erhalten:

2-1n10'%° =100-2-1n2 =~ 200 - 2.3 = 460

Man braucht also maximal 460 Divisionen mit Rest um den ggT zweier 100-stelliger
Zahlen zu berechnen.

Behauptung: @-b =1 ggT(a,n) =1
“e l=ax+ny=a-b=1.
“= g.b=1=a-b=1+1-n fiir ein . dla,n = d|l =d = 1.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Gruppen



Seite II-18 Lineare Algebra I - Vorlesung

2.1.36 (Z/,z)" ist Gruppe beziiglich der Multiplikation

(IL1.11)
Es gilt: (Z/.z,-) 2 {a|aist invertierbar} = {a|ggT (a,n) = 1}
Nun definieren wir: (Z/,7)" :={@ € Z/,z|a ist invertierbar}

Beweis:
e Assoziativitit: klar, denn die Multiplikation in Z/,7 ist assoziativ.
e neutrales Element: 1€ (Z/,7)", 1-a=a-1=a.

e Inverses Element in (Z/,7)": Zu @ ist ein b zu finden mit @ - b=b-a=1.
Nach Definition (z ist invertierbar) 3b mit a-b=10-a = 1.
Nach Definition der Invertierbarkeit ist auch b invertierbar.

e Noch zu zeigen: Multiplikation liefert Verkniipfung auf (Z/,z)" .

(%)

Zu zeigen: a,b sind invertierbar = a-b ist invertierbar.

Beweis von (). Zu zeigen 3¢ mit (6 : 5) -c=c- (6 : 5) =1.

[Uns steht zur Verfiigung: @,b sind invertierbar: @-a7 =a7-@ =1 und E~E:E-E:1]
Es folgt:

@) (@R = @ () =11-1

(a—la)(ag) — (a—l.a).(a.g)zl.lzl

Also = (a7 - b1) = (by - @1).

Bemerkungen:

(i) (Z/nz)" ist eine abelsche Gruppe
(ii) [(Z/nz)"| =: ¢ (n). ¢ (n) ist die Eulersche y-Funktion.

2.1.37 Eulersche p-Funktion

Fiir die Eulersche ¢-Funktion gilt:

pm)=][r*>"(0—1) bei n=]]p™
pln

pln

2.1.38 Zusammenfassung von Kapitel (I1.1)
e (Z,+),(Q,+),(R,+) sind abelsch.
e S, mit |S,| =n! ist nicht abelsch fiir n > 3.
o (Z/nz,+) mit |(Z/nz,+)| = n ist abelsch.
o (Z/nz)" mit |(Z/nz)"| = ¢ (n) ist abelsch.
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2.2 Kapitel (II.2): Ringe und Korper
2.2.1 Definition (II.2.a): Ring

Eine Menge (R, +, ) mit zwei Verkniipfungen (“+”: Addition genannt, “”: Multipli-
kation genannt) heifdt Ring, wenn sie folgende Axiome erfiillt sind:

e (R,+) ist abelsche Gruppe
e (R,) ist Halbgruppe
e Die Distributivgesetze gelten: Va,b,c € R:
a(b+c)=ab+ac (a+b)c=ac+be
(ausdriicklich: Nichtkommutativitdt von “.”)

Anmerkungen zur Notation:
e Neutrales Element beziiglich der Addition: 0, Nullelement mit
O+a=a+0=a
e Inverses Element beziiglich der Addition: (—a) mit
(—a)+a=a+(-a)=0
e Die Subtraktion ist die Addition des inversen Elements beziiglich der Addition:
a—b:=a+ (-b)

e Neutrales Element beziiglich der Multiplikation (falls vorhanden): 1, Einsele-
ment mit:
l-a=a-1=a

2.2.2 Beispiele fiir Ringe

o (Z,+,),(Q,+,),(R,+,) (aus der Schule bekannt)
o (Z/nz,+,-) (aus der Vorlesung bekannt)

Nachweis, daR (Z/,z,+,) ein Ring ist:
e Additive Gruppe: schon erledigt.

e Multiplikative Halbgruppe: schon erledigt.

e Untersuchung ob die Distributivgesetze gelten:

1. Distributivgesetz:

a-(b+¢)=a-(b+c)=a-(b+c)=abtac=ab+ac=a-b+a-c
Der Trick: Wir fiihren Operationen in Z/,7 auf Operationen in Z zuriick.

2. Distributivgesetz: Das 2. Distributivgesetz gilt, da die Multiplikation in Z kom-
mutativ ist und das 1. Distributivgesetz gilt. [

Einselemet: 1 ist das Einselement in (Z/,7, +,-):

l-a=1-a=a=a- :aT

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Ringe und Korper
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2.2.3 Definition (II.2.b): kommutativer Ring mit 1

(R, +, ) heift kommutativer Ring mit 1 (Einselement) falls gilt:

e (R,+,) ist ein Ring.
e Die Multiplikation ist kommutativ.

e 11 (Es existiert ein Einselement)

Es existiert aber ein kleines Problem: additive und multiplikative “Vielfachheit” eines
Elements:

Sei (H,-) eine Halbgruppe:
Multiplikative Vielfachheit: a" := n-fache Verkniipfung von a mit sich selbst fiir n > 1.
Additive Vielfachheit:

e FirneNa+...4+a =n-a
——
n — mal

oen=0: 0-a=0
€7 eR

encZ,n<0:n-a:=|nl-(—a)= (—a)+...+(—a)

|n|-mal

Es gelten die Vielfachengesetze (friiher: Potenzgesetze siehe (I1.1.7)) in Gruppen fiir
n,m € 7z

n-a+m-a = (n+m)-a
(

n-m)-a

)
—(-a) = a
) = (—a)+(=b)
) = nm-a+n-b, falls a+b=b+a
Die Vielfachengesetze beziiglich der Multiplikation mibt n € N:

a":= a-...-a mit n>1ad°, =1 falls 1e R
N——

n-mal

Es gelten die altbekannten Potenzgesetze beziiglich der Multiplikation:

2.2.4 Satz (I1.2.1): Rechenregeln auf Ringen
Sei (R, +,) Ring, a,b,c € R. Nun gilt:

(i) a-0=0-a=0

(ii) a-(=b) = (=a)-b=—(a-b), (-a)-(=b) =a-b

(iii) (a—b)-c=a-c—b-c,a-(b—c)=a-b—a-c
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Beweise:
Zu (i): Esgilt : 0-a4+0-a=(0+0)-a=0-a. Nun addieren wir — (0-a) auf beiden
Seiten der Gleichung und erhalten:

0-a+ 0-a+(—(0-a)) = 0-a+(—(0-a))
=0 =0
a-0 = 0

Wir verfahren analog fiir a -0 = 0.
Zu (ii): Es gilt:

a-(=b)+a-(b) = a- ((-b)+b) =a-0=0
=0
a-(b)+a-(=b) = a- (b+(-b) =a-0=0
———

=—a-b.
Wenden wir nun die obige Regel an, so erhalten wir fiir (—a) - (-b):

(~a) - (-b) = [ (~a)] b=a -
Wir nutzen die Tatsache aus, daR — (—a) = a ist. (Siehe Vielfachengesetze).
Zu (iii): Es gilt:

Also folgt: a-(—b) = —a-b. Wir verfahren analog fiir (—a) - b

(a=b)-c=(a+(-b)-c=a-c+(-b)-c=a-c+(-b-c)=a-c—b-c

Wir verfahren analog fiir a- (b—c¢)=a-b—a-c.

2.2.5 Definition (II.2.c): Korper

Bemerkung: R sei Ring mit 1. z € R sei invertierbar wenn gilt: 3y c R:z-y =y-2 = 1.
Voraussetzung: 1 # 0. Die Null ist nicht invertierbar, denn 0-z =0 # 1.
= {z € R|z ist invertierbar} C R\ {0}.

Definition: Eine kommutativer Ring mit 1 # 0 heiltst Kérper, wenn jedes Element in
R\ {0} invertierbar ist (beziiglich der Multiplikation).

Bemerkung (der pathologische Fall): Eine Ring mit 1 =0 < R = {0}.

Beweis:

=" r=x-1=2-0=0

“e” R={0}:04+0=0,0-0=0 ist Ring mit 1 =0.

Von nun an soll fiir alle betrachteten Ringe gelten 1 # 0.

2.2.6 Beispiele fiir Koérper
Beispiele:

(a) (Z,+,-) ist kein Korper, da es inverse Elemente gibt, die nicht in Z enthalten
sind.

(b) (Q,+,) ist ein Kérper. Es ist der kleinste Korper D Z.
(¢) R,+,-),(C,+,-) sind Kérper.
(d) (Z/pz,+,) ist Kérper, wenn p Primzahl ist Beweis siehe (I1.2.2).
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2.2.7 Satz(I1.2.2): (Z/nz,+,-) ist Kérper < n ist Primzahl.

“=” Sein=r-5,1<r,s<n. Esfolgt: n=7-5. Also 7-5=0. Es ist 7 # 0.
Wire T invertierbar, so 3f : -7 = 1. Es folgt: - 6 = {7 -5=1-35 Also: n|s =
:6 =1

Widerspruch zur Annahme 7 =7 -35. Also ist n eine Primzahl.

“<" Schon frither bewiesen: @ ist invertierbar < ggT (a,n) = 1. Betrachtung der
Elemente in Z/,7 = {G,T,...,n— 1}. Fiir a = 1,2,...,n — 1 ist der ggT (a,n) = 1, da n
eine Primzahl ist. Damit ist jedes Element in 7/, \ {0} invertierbar.

2.2.8 Definition (II.2.c): Alternative Definition fiir Kérper

(R, +, ) heiftt Korper :&

(i) (R,+) ist abelsche Gruppe (0 ist neutrales Element)
(ii) (R\ {0},-) ist abelsche Gruppe

(iii) VYa,b,ceR: a-(b+c) =ab+ac

Bemerkung: 1. Definition < 2. Definition

Beweis:

“=" Noch zu zeigen:

(a) Ya,b € R\ {0}: a-b+#0 (Wohldefiniertheit)
(b) Assoziativitit
(c) Einselement

(d) Invertierbarkeit

Zu (a): Angenommen: a-b=0,a # 0. Multiplikation von links mit a~! ergibt:

al-(a-b) = at-0

(™' -a)-
1.

o O O 2

)
b
b =
b

Aber: b =0 ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Zu (b): klar, weil (R, ) assoziativ.

Zu (c): 1#0,also 1e R\{0}: 1-a=a=a-1

Zu (d): a #0. Zu zeigen: Ib#0mit a-b=1

3b mit a - b =1 nach der 1. Definition. b # 0, sonst a-b=a-0=0# 1.
“<": Selbst oder nie.
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Der Korper C

2.2.9 Griinde fiir ein Studium weiterer Korper:

(a) Q—R:
e Gleichungen 18sen wie zum Beispiel: 22 —2 = 0.
e Lingen in der Geometrie: Nach den Vorstellungen der Griechen sind al-
le Strecken kommensummerable (haben ein rationales Streckenverhiltnis).

Nach Pythagoras ist aber die Hypothenuse eines rechtewinkligen Dreiecks
mit den Katheten der Linge Eins nicht kommensummerable, da die Hypo-

thenuse die Linge V2 hat.
e Kreisumfang: 7. Es gibt keine algebraische Gleichung der Form

ﬂ'k—l—al -ﬂk_l—l—...—&—ak =0
mit o; € Q. Eine andere transzendentale Zahl ist zum Beispiel e.
(b) Endliche Kérper:

e Teilbarkeitslehre (= Kongruenzrelation)
¢ Kodierungstheorie
e Kryptographie

(c) R—C:

e Studium weiterer Gleichungen. Zum Beispiel:

2?41 = 0
2 +4x+9 = 0
227+ 222 4+ 2% — 1 0

2.2.10 Herleitung von C

Angenommen KO R,3i:i2+1=0. RCK = a+ibcKVabeR.
Gleichheit zweier Elemente:
Behauptung: a +bi =a’ + Vi mit a,a’, 0,0 eR=a=d, b=V

Beweis:
(a—a") = (b —0b)-i | quadrieren
2

Dabher: (a’—a)2:O/\(b'—b)Qz()éa:a’/\

Multiplikation zweier Elemente:

(a+bi)- (c+ di) = a-(c+di)+bi-(c+ di)

[~}

ac + adi + bic + bidi

A+ K

I+

ac + adi + bei + bdi?

A+ K

I+

(ac — bd) +i - (ad + be)
Aus der Annahme R C K, Kérper, i +1=0,i € K folgt: KD {a + bi|a,b € R} ist Ring.
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Behauptung: a + bi # 0 = a + bi ist invertierbar.

Ohne dies jetzt im Detail herzuleiten glauben wir:

N—1 a b .
(a+bi) " = (a2+62_a2+b2 'l>

Beweis:

a b z) _ (a+ bi)-(a—bi) a2 —(bi)° a®+b?

— . = = =1
(12+b2 a2+62 a2+b2 (12+b2 a2+62

o)

= K D {a+ bi|a,b € R} ist sogar Koérper.

2.2.11 Konstruktion von C

C=(R?%+,)
Addition: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+ d) (komponentenweise)
Multiplikation: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

2.2.12 Satz (I1.2.3)
C ist ein Korper:
e Nullelement: (0,0)

e Einselement: (1,0)

e Inverses Element fiir (a,b) # (0,0):

-1 a _ b
(a,0) _(a2+b2’ a2+62)

Beweise: Nachrechnen. Beispiele dazu:

Assoziativitit beziiglich der Multiplikation: Seinen a,b,c,d, e, f € R:
Behauptung: [(a,b) - (¢,d)] - (e,d) = (a,b) - [(¢,d) - (e, f)].

Auf der linken Seite ergibt sich:

[(a,b) - (¢,d)] - (e,d) = (ac—bd,ad+bc)- (e, f)
((ac —bd) - e — (ad + be) - f,(ac —bd) - f + (ad + bc) - €)
= (ace — bde — adf — bef,acf — bdf + ade + bee)
Auf der rechten Seite ergibt sich:
(aa b) : [(Ca d) : (67 f)] = (a7 b) : (ce - df’ Cf + de)
= (a-(ce—df)—b-(cf+de),a-(cf +de)+b-(ce—df))
= (ace —adf — bef — bde, acf + ade + bce — bdf)

Da in R Addition und Multiplikation kommutativ sind, erhalten wir dasselbe Ergebnis
fiir die linke und rechte Seite.

Neutrales Element:

(1,0)-(a,b)=(1-a—0-b,1-b4+0-a) = (a,b)
(a,0)-(1,0)=(a-1-b-0,a-0+b-1) = (a,b)
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Inverses Element:

(ab)-(i ;b) = (a-L—b- b a- b +p. 2 )
’ a2+ 02 a2 + b2 a2 + b2 2+ 02 22 a2 + b2
a’?+b> —a-b+a-b
= (a2+b2’ a2 + b2 )
= (170)
(aQ;jer’ainLbe)'(a’b) B (aQibQ'a_a2+bb2'b’a21b2lb+a2+b52.a>
a’+b> a-b—a-b
= (a2+b2’ a2 + b2 )

= (170)

Nun wollen wir die Lésung der Gleichung: z? + 1 = 0 untersuchen.
Genauer: 3 (a,b) mit (a,b)” + (1,0) = (0,0)?
Das heift: (a> —b>+1,2a-b) = (0,0). Wir erhalten also ein Gleichungssystem in R:

a2-v’+1 = 0
A 2ab

Die zweite Gleichung liefert: a =0 oder b= 0.

Fiir a = 0 ergibt sich: —b> +1=0= b= =+1.

Fiir b = 0 ergibt sich: a? + 1 = 0. Diese Gleichung hat keine Losung in R.
Falls eine Losung vorhanden ist muf gelten: a = 0,b = £1.

Nachrechnen liefert (0,41) als die beiden L&sungen.

Die Gleichung 22 + 1 = 0 hat also genau zwei Lésungen in C.

2.2.13 Einbettung von R in C

Wir konstruieren nun eine Funktion ¢ mit: ¢ : R — C:a~ (a,0).

Eigenschaften von ¢:

pla+b)=p(a)+¢®) ¢a-b)=yp(a) ¢(b)

¢:R—{(a,0)|a € R}, ¢ ist bijektiv.
Stichwort: Isomorphismus.

Beweise (hier nur fiir “”, “4” ist analog):

pla-b) = (a-b,0)
p(a) - p®) = (a,0)-(b,0)=(a-b—0-0,a-0+0-b)= (a-b,0)
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Die geometrische Bedeutung: R? ist eine Ebene:

R R2

| ~ R
(a,0)

Abbildung IT-4: R eingebettet als “z-Achse”

Anmerkung: Bei der “z-Achse” spricht man auch von der reellen Achse.

Nun die komplexe 1 und 0; i und —i im C:

iR C

Abbildung II-5: Komplexe 1 und 0, ¢ und —i im Koérper C
Wichtig: (a,b) = (a,0) + (b,0) - i, da
(a,0) + (b,0)-(0,1) = (a,0)+ (b-0—-0-1,b-14+0-0) = (a,0) + (0,b) = (a,d)

Also folgt: (a,b) — a+ib. Dies ldft sich geometrisch folgendermafien darstellen:

R

|

|

|

|
a

Abbildung II-6: geometrische Darstellung von a + ib

2.2.14 Rechenregeln fiir komplexe Zahlen
e Gleichheit zweier komplexer Zahlen: a +ib=ada' +ib' ©a=a ANb=1
e Addition zweier komplexer Zahlen: (a + i) + (c+id) = (a+c¢)+i-(b+d)
e Multiplikation: (a + ib) - (¢ + id) = (ac — bd) + i - (ad + bc)

a . b

e Inverse Element: a+bi #0 = (a+ib) "' = T
a a

Zusitzlich gilt: 2 = —1
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2.2.15 Beispiele fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen

Berechnen Sie alle Losungen der Gleichung z* —4 =0 in C.
Nun gilt:

(me:(ﬂ+nﬂ2:@wamm%2:071+mf:4mf:4ﬁ:f4

Das heifit (1 +i)4 ist eine Losung der Gleichung z* — 4 = 0. Wieviele Lésungen hat
nun die Gleichung 2* +4 =0 in C?
2

2 2
Sei 2* +4 =0, dann (%) +1=0 =

T = +4. Also 22 =2iV 22 = —2i.

2
Anmerkung: > =1= (y+1) - (y—1)=0=y = +1.
T

Aus 22 = 2i folgt: 22 = (1+i)> = (

1+
Aus 22 = —2i folgt: 22 = — (1+14)° ( ) 1i - = +i. Nun gilt:
i
z=i-(l+i)=i—1=-141
\Y x=—i- (l—l—z)

Also ergeben sich folgende Kandidaten fiir Losungen der Gleichung z* + 4 = 0:
+(1+4d),-14+4,1—1

Durch einsetzen und ausrechnen ergibt sich, daf alle vier Kandidaten Lésungen sind.

2.2.16 Satz (II.2.4): Fundamentalsatz der Algebra (ohne Beweis)

Seien n € N, ay, ..., a, € C.
Dann besitzt f () =ao+a; -2 +az- 22+ ... + 2, - 2" mindestens eine Nullstelle in C.

2.2.17 Satz (I1.2.5): Rechenregeln fiir komplexe Zahlen
Seien z,w € C. Dann gilt:

(i) zeR & =z=z

(i) z-z= 2% |2|=Vz -z
iii) z+tw=z+w, z =ZzZ-w
(iii) )
1
(iv) 2#£0 = 22'=-—.%
]
W @A = (S)==
w w

(vi) z=2
Beweise: Seien z=a+i-b, w=c+i-d mit a,b,c,d € R
Zu (i):

2=z & a+ib=a—-ib <& db=—-ib & b=0 & z€R
Zu (ii):

z-z=(a+ib)- (a—ib) =a? — (bi)> =a®> +b*> =|z]*> da |z\:\/m
|z| = V2 - Z folgt direkt, indem wir die Wurzel ziehen.
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Zu (iii): Fiir die Addition:

z+w = (a+ib)+ (c+id)=(a+c)+i-(b+d)
= (a+c¢)—i-(b+d)=(a—ib)+(c—id)=Z+wW

Fiir die Multiplikation:

z-w = (a+ib)-(c+id)=ac—bd+1i-(bc+ ad)
= ac—>bd—1i-(bc+ ad) = ac — bd — ibc — iad
(a—ib) - (c—id) =(a+ib) - (c+id)=Z-w

(
Zu (v): W#0. (—) T=2.w=% = Behauptung.
w w

Zu (vi): Z=a+ib=a—ib=a+ib=2z

2.2.18 Satz (I1.2.6)
Seien z,w € C. Dann gilt:
(1) |z|>0,]2|=0 < 2z=0
(ii) |2 w| = [2] - [w]
(iii) |z + w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung)

(i) und (iii) folgen aus den entsprechenden Sitzen fiir die Normen im R?.
Beweis zu (ii): Seien z=a+i-b, w=c+i-d mit a,b,¢c,d € R
Nun gilt:

|z-w] = |(a+ib) (c+id)] =]ac—bd+i-(ab+ cd)| = \/(ac— bd)® + (ab+ cd)?
= \/(1202 — 2abed + b2d? + a2b? + 2abed + c2d?
= Va2 + 2 + a?b? + 2d? = Va2 + b2 /A2 + d? = |z] - |w]

2.2.19 Die Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen

R

|
|
|
a
Abbildung II-7: Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen

Die Polarkoordinatendarstellung fiir z # 0 ist bestimmt durch (r, ¢).
Dabei r € Ry, ¢ € [0,27]. Es ist r = |z|.

Definition: ¢ = arg (z) (Lies “das Argument von 2”)
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2.2.20 Satz (I1.2.7): Umrechnungsformeln
(i) Sei z € C gegeben durch r € Ry, ¢ € [0,27[. Dann ist z =a+ib=r-(cosp + i - siny)
(ii) Sei z=a+ibe C\ {0} gegeben. Dann ist r = |2| = Va2 + b2, cosp = &, sinp = &

Beweise sollten in der Analysis erfolgen.

2.2.21 Geometrische Bedeutung der Addition in C

Seien z1, 20 in der Form z; = ay + ibx, k = 1,2 gegeben.
Die Adiition in C geht auf die Vektoraddition im R? zuriick.

by +--------
by +-7 . |
|

&/ S

—+ (R —— |
b1 “‘ | :
7% ! [

T I T

a1 ag as

Abbildung I1-8: Vektoraddition im R?

2.2.22 Satz (I1.2.8) Multiplikation in C

Seien zwei komplexe Zahlen in Polarkoordinaten gegeben mit |z;| = 7;-(cos¢; + i - sinp;)
fiir j = 1,2, Dann gilt: 21 - 20 =71 - 79 - (cos (1 + ¢2) + i - sin (1 + p2))

iR C
Z3
~
X
>
g & oz
N
~
Q P2 2
$1
R

Abbildung I1-9: Multiplikation zweier komplexer Zahlen

Beweis: Vorgriff auf die Analysis:

Es gilt:
cos (1 + p2) = oSy - Ccospa — sinpg - sin ps
sin (p1 + 2) = cospi -sinps + sin e - cos Yo
Also gilt fiir z; - 2o:
z1-2z0 = T1-7T2-[(cospr +i-singy) - (cospa + i -sinps)]

= 711719 [(cosp1 - cospa —sin; - sinpa) + 14 - (cos 1 - sin g + sin @7 - cos pa)]

= 7172 (cos (@1 +p2) +i-sin (@1 + 2))
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2.2.23 Satz (I1.2.9): Formel von De Moivre

Ist z=7-(cosp+i-sinp) und n €N, so ist 2" =r" - (cos(n- @) +i-sin(n-p)).
Beachte: 7 - oder ¢; + (o ist immer als mod 27 beziehungsweise Modulo 360° zu
verstehen.

In der Analysis: cosp +i-sing = ¢’¥ (komplexe Exponentialfunktion)
Dann: exp(z +y) =exp (z) -exp (y), 2 =71 -€'? = 2" =" . "
Anwendung: Ziehen der n-ten Wurzel aus einer komplexen Zahl
(Vergleiche Aufgabe ? auf Ubungsblatt 7)

Fazit: 3 Deutungen von C:

(1) (a,b) € R% Niitzlich fiir Addition, Betrag, etc.
(2) a+ib. Niitzlich fiir Rechnungen (i* = —1).

(3) Polarkoordinaten. Niitzlich fiir Multiplikation, Wurzel ziehen, etc.

Warnung: Oft wird geschrieben: i = /—1.
Zum einen: i = {z € C: 2> = —1}. Wenn i = \/—1, so ist auch —i = \/—1, aber i # —i.

Zum Beispiel:
“1=V1-Va=(-1)-(-)=v1=1

Wir erhalten einen Widerspruch.

2.2.24 Definition (I1.2.d): Charakteristik eines Kérpers K
Sei K ein Korper. Die Charakteristik eines Korpers K ist endlich, falls 9n € N, so daf8

nXlg= lg+1lg+...+1g =0k

n — mal
Beispiele:

(a) Die Korper Q,R,C haben keine Charakteristik.
(b) Der endliche Korper Z/,z = F, hat die Charakteristik p.

|
Allgemein gilt fiir endliche Kérper: char (K) = min{n € N:n x 1x =0k} = Primzahl
Anmerkungen:

e char (K)=1 = 1x1g =0 (pathologischer Fall - geht nicht)

echar(K)=2 = 2xlgx=1g+1lxg=0kx = VYaceKia+a=0 < a=—a.
Ein Beispiel: Z/oz = Fs

e Umgekehrt: Va e K: a+a=0 = char(K)=2
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2.3 Kapitel (II.3): Vektorridume
2.3.1 Definition (II.3.a): Vektorraum:
K sei ein Korper. V = (V,+, ) mit:

e Addition: +: VXV =V

e skalare Multiplikation: - : K x V — V.

Das Tripel (V,+,:) wird als K-Vektorraum (K-VR) bezeihnet.
Nun miissen folgende Axiome erfiillt sein:
(V1) (V,+) ist abelsche Gruppe, das neutrale Element 0 heifst Nullvektor.
(V2) Fiir alle v,w € V,a, 5 € K soll gelten (Distributivgesetze)
(a) (a-p)-v=a-(6 v) (Vertriglichkeit der Multiplikation)
b) a-(v+w)=a-v+a-w
(¢) (a+p) v=a-v+0-v
(d) 1-v=vw

2.3.2 Beispiele fiir Vektorrdume

(a) Standard n-dimensionaler Vektorraum:
K" = {(x1,...,2n) : 2; € K} ist K-Vektorraum mit

(wla"'amn)+(y17"'7yn) = (m1+y17"'7'rn+yn)
a-(z1,...,xn) = (ax1,...,axy,)

Nun priifen wir nach, ob die Axiome erfiillt sind:
Abelsche Gruppe (Stichworte):

o Assoziativitét: auf + in K zuriickfiithren
e 0=(0,...,0)
e Inverses Element beziiglich der Addition: — (z1,...,2,) = (—21,...,—2y)

Anmerkung: Man mufd sich von der Vorstellung verabschieden, dafy die Elemente
eines Vektorraums (“Vektoren”) eine Richtung und Linge haben, wie zum Beispiel
der R". Ein Beispiel fiir einen Vektorraum, dessen Objekte keine Linge oder Richtung
mehr haben ist Z/o7.

(b) M # ¢,V ={f: M — K}. Nun miissen Addition und skalare Multiplikation erklért
sein. Deshalb definieren wir:

(f +9)(m)=f(m)+g(m) (a-f)(m)=ca-f(m)
M —K
m +— Ok
Fiir das additive Inverse in V gilt: (—f) (m) = —f(m).
Beweis: Zu zeigen: f+ (—f) = 0v.
Genauer zu zeigen: Ym € M : (f 4+ (—f)) (m) =0y (m) = Ok.
Def. Def.
Linke Seite: (f+(=f))(m) = [f(m)+(=f)(m) = f(m)-f(m)=0x
Def.
Rechte Seite: Oy (m) = Og. Es folgt die Behauptung.

Fiir die Null gilt: Oy : {
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() M=R,K=R, V={f:R— R}

@ M={1,...,n},K=R, V=A{f:{1,...,n} - R}

Nun gilt: V={f:{1,...,n} = R} ={(x1,...,2z,) : z; € R} =R"™,

Also: f— {z;=f(i),i=1,...,n}. Wir definieren:
(f+9)@)=f@)+g@)  (a-f)@)=a-f()

Ergebnis: {f:{1,...,n} — R} ist Standardvektorraum R". Anstatt R wird auch oft K
verwendet.

(e) R ist auf natiirliche Art und Weise Q-Vektorraum mit:
K=Q +:RxR=R -:QxR=R
Hier nun der Nachweiff in Stichworten:
e (R,+) ist Abelsche Gruppe (klar)
o (a-f)-r=a«a- (B r): Assoziativitit der Multiplikation in R
ea-(r+s)=a-r+a-sund (a+ ) -r=a-r+ (- r: Distributivitit in (R, +,")
e 1.7 =7 (die Eins in R)

2.3.3 Satz (I1.3.1): Rechenregeln iiber Vektorrdumen

Rechenregeln: Sei v € V, a € K. Es gelten:
(i) Ox-v=0v

(ii) A-0v =0v

(iii) A-v=0v = A=0Vv=0v

(iv) (1) -v=—v
(V) A (=) =(=A)v==(A-v)

Die Beweise erfolgen wie in der Ringtheorie.

Hier als Beispiel (i) und (i)
Zu (i): Es gilt:

Ok -v+0k-v = (0gk+0g) -v=0g-v

Nun addieren wir das Inverse zu Ok - v:

(—0x-v) +(0x v+ 0g-v) = (~0g-v)(0x-v)
(—Og -v+0g-v)+ (0g-v) = Oy
Ov-i-(O]K-U) = 0Ov
Ox-v = Ov

Zu (iii): Zu zeigen \-v=0=A=0V v =0.

Sei A # 0. Dann multiplizieren wir die Gleichung mit \~! von links.
=2 (Av)=x"10.

Nun ergibt sich auf der linken Seite: A™' - (A\-v) = (A1 A)-v=1-v=0.
Fiir die rechte Seite gilt: A\™'-0=0

Also = v = 0. Analog ergibt sich A = 0.
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2.3.4 Satz (I1.3.2)

Allgemeines Distributivgesetze

(i) (Z)\l)-v: Ai-v und (ii)A-(Zw)zZ)\mi

i=1

Die Beweise fiir (i) und (ii) erfolgen per Induktion. Fiir den Induktionsschritt gilt:

n n—1 n n—1
=1 =1

i=1 =1

Der Rest des Beweises ist klar, da die Axiome fiir binire Summen gelten.

2.3.5 Definition (I1.3.b): Untervektorraum

U heiftt Untervektorraum von V (Notation: U < V) wenn U beziiglich der Einschrén-
kung der Addition und skalaren Multiplikation ein Vektorraum ist.

2.3.6 Beispiel fiir Untervektorrdume

Beispiele:
(a) U = {z,y, 0} beziiglich der Einschrinkung der Addition und skalaren Multiplikation
ist ein Vektorraum. Damit ist U ein Untervektorraum: U = {(z,9,0) : 2,y € K} < K3

z R?,

X

U =z — y Ebene
Yy
Abbildung I1-10: Beispiel fiir einen Untervektorraum

(b) U:={(x,1): 2 € R} CR?

RQ

x
Abbildung IT-11: U im R?

Ist +|y eine Verkniipfung auf U?

Nein, denn (z,1) + (y,1) = (z+ 9,1 +1) = (z +3,2) ¢ U

(C) U := {(w7y) X,y € Z/?)Z; :C?, +y3 = 0} c (Z/3Z)2

Nun wenden wir einen Trick an: Fiir Z/3; gilt: 23 = 2 Vz.

Beweis: Durch Ausprobieren ergibt sich:

0°=0 T1T°=1

Il
|
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Damit ergibt sich fiir U:
U={(z,9) 2,y €L/3z, x +y =10}
Nun gilt fiir z und y: y = —z. Damit ergibt sich endgiiltig fiir U:
U= {(s,~a) : 2 € Z/az)

Abschliefsend miissen wir zeigen, daff U beziiglich der Einschrinkungen von Addition
und skalarer Multiplikation ein Vektorraum ist.

Addition: (z,—2)+ (y,—y) = (x +y,—x+ (—-y)) = ( +y,— (z +y)). Anmerkung: In der
Gruppentheorie haben wir folgende Rechenregel kennengelernt: — (a +b) = —a+ (—b).
Skalare Multiplikation: « - (z,—2) = (- z,a- (—2)) = (- 2, —« - ). Anmerkung: In der
Ringtheorie haben wir folgende Rechenregel kennengelernt: o - (—b) = —a-b = (—a) - b.

Damit gilt:

4+ : UxU—-U
Z/32XU—>U

Alle anderen Axiome sind schon in (Z/ 3Z)2 erfiillt. Damit ist U ein Untervektorraum.

(d) L sei der Lésungsraum des linearen Gleichungssystems:

a;1-r1 + aip-r2 4+ azcrz 4+ ...+ AT, = b

a1 -1 + axp-r2 + axz-r3 + ... + ap-xT, = by

a1 -r1 + a2 + asgz-cwr3 + ... + azp-T, = b3

Am1*T1 + am2-T2 + Gm3-x3 + ... + Gmp - Tpn = bm
Z1,...,Z, sind die Unbekannten. Die q;; sind (bekannte) Koeffizienten des Gleichungs-
systems. (by,...,b,) ist die Lésungsspalte.

Nun gilt fiir den Lésungsraum:
L(aij,bk): (Ila---;zn)EKH:Zaij'xj:bi
j=1

wobeii=1...m,j=1...n, k=1...m.
Zu zeigen: L (a;j,b;) < K™.

2.3.7 Konstruktion von Vektorrdumen
(a) U1,U; < V=TU;NU; <V. Wir definieren:
U; + Uy := {U1+UQ tup € Ul,UQ EUQ} <V

Warnung: im allgemeinen: U; UUy £ V

(b) Vi1,V;, seinen K-Vektorrdume = V; x Vy = {(v1,v2) : v; € V;} ist K-Vektorraum
beziiglich:

(U15U2)+(Ullavé) = (’U1+’U/1,’U2+Ué)

a-(vi,v2) = (a-vi,a-v9)

Allgemein: U;<V;,=U; xU; <V xVy
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2.3.8 Satz (I1.3.3):

Sei (V,+,) ein K-Vektorraum.
U C V heiftt Untervektorraum, wenn gilt:

(i) U#¢

(i) Vu,veU:u+veU
(iii) Vo e K,Vue U:a-ueU
Bedeutung: (U, +,) ist ein Vektorraum iiber K.
Beweis: Selbst oder Buch

Diese drei Kriterien werden i Allgemeinen fiir den Nachweis verwandt. Die anderen
Axiome sind in der Regel fiir U erfiillt, da diese Axiome schon fiir V erfiillt sind.

Es gibt mindestens zwei Untervektorrdume fiir einen Vektorraum V: V<V {0} <V

2.3.9 Beispiele fiir Untervektorrdume und deren Konstruktion

(a) Gegeben sei der R>. Eine Ebene ist gegeben durch E : ax + by + cz = d.
Behauptung: E<R? < d=0

Beweis:

“e= Gegeben: axr + by +cz =0.

Zu Zeigen: (i) — (iii) gelten.

Zu (i): (0,0,0) € E (klar)

Zu (i1): Addition ist abgeschlossen:

Seiar+by+cz=0und az’ + by + ¢z’ =0& (x,y,2) + (2/,y,2') € E.
Addition der Gleichungen liefert:

ar+by+cz+ar' +by' +cz’=a-(x+2)+b-(y+y)+ec-(z+2)
Also: (z,y,2)+ (2',y,2) € E.

Zu (i4i): Multiplikation mit einem Skalar ist abgeschlossen:
Seiar+by+cz=0und a« e R< - (x,y,2) € E. Nun gilt:

O=a-(az+by+cz)=a-arx+a-by+a-cz=a-(ax)+a-(by)+a-(cz) = a-(z,y,2)€E
(b): Wir befinden uns im R?. Wir betrachten folgende Konstruktion:

Abbildung II-12: Zwei Ebenen im R3

ENE’ ist eine Gerade durch den Ursprung.
(c): Weitere Konstruktionen fiir Untervektorrdume sind: U; N U,, U; 4+ Uy, Uy x Us.
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(d): Welche Geraden sind Untervektorridume im R3?

Eine Gerade g im R3 sei gegeben durch:

ar+by+cz = d
dx+by+cdz = d

Behauptung: ¢ <R* < d=d =0.
(e): Seien U; = Rv; und U; = Ros.
Nun gilt:
U; + Uy = {ug +ug :u; € Ug,us € Usg}
Hier in diesem Fall gilt: U; + Uy = {avy + fv2 : o, 5 € R} = Bz 00
Wir spannen also eine Ebene durch den Nullpunkt mit den Richtungsvektoren v; und
vy auf:

Abbildung I1-13: Ebene durch den Nullpunkt mit Richtungsvektoren v; und v

(%)
(f) RxR?={(z,(y,2)) : 2,y,2 € R} = {(w,y,2): 2,9,z € R} =R3
Anmerkung zu (x): Strenggenommen sind die beiden Terme nicht gleich, sie sind aber
so zu identifizieren.

U=R<Rund V = ((a,0) : a € R) <R% Genauer: V= {a-(1,0):a R} =R(1,0).

Y
A%

i

‘ T

Abbildung 11-14: V in der Ebene
U xV = {(z,y,0) : z,y € R} = zy-Ebene im R3.

V4 RB

T

U =2 —y Ebene
Y

Abbildung II-15: U x V in der Ebene
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2.3.10 Erzeugung von Untervektorriumen

Nun wollen wir fiir einen endlichen Vektorraum alle Unterrdume bestimmen:
Sei

V=(Z/xz)" = {(z.y) 2y
_ T

Die trivialen Fille fiir die Untervektorrdume sind: (0,0) und V.

Gibt es weitere Untervektorrdume?

Jeder weitere Untervektorraum von V mufi mindestens das Element (6, 6) enthalten.
Also raten wir:

Behauptung: U = {(0,0),(0,1)} seien ein Untervektorraum. Nun miissen wir die
Eigenschaften (i) — (iii) liberpriifen:

Zu (i): {(0,0),(0,1)} # ¢ (Klar)

Zu (ii): Abgeschlossenheit beziiglich der Addition. Es treten drei Féille auf:

(0.0)+ (0,0) = (0,0)eU
0.0)+ (01 = (0.I)eU
@1+ @01 = (@.0)eU

Die Addition ist also abgeschlossen.

Zu (iii) Abgeschlossenheit beziiglich der skalaren Multiplikation. Es treten vier Fille
auf:

0-§G,G§ = (0,0)eU 0-§G,T§ = (0,0)eU

1-(0,0) = (0,0)eU 1-(0,1) = (0,1)eU

Auch beziiglich der skalaren Multiplikation ist U abgeschlossen.

Es folgt: U= {(0,0),(0,1)} < V.

Analog zeigen wir, daR U = {(0,0),(1,0)} <V und U = {(0,0),(1,1)} < V.

Gibt es nun auch Untervektorrdume in V, die nun mindestens drei Elemente haben?:

Sei U <V und [U| > 3. Es gilt: (0,0) € U (Ansonsten ist es garantiert kein Untervek-
torraum). Nun treten drei Fille auf:

1. Fall: (0,1),(1,0) €U = Auch (I,1) € U (sonst nicht abgeschlossen) = U = V.
2. Fall: (0,1),(1,1) €U = Auch (1,0) € U (sonst nicht abgeschlossen) = U = V.
3. Fall: (T, 6) , (T, T) eU = Auch (6, T) € U (sonst nicht abgeschlossen) = U = V.

Damit haben wir eine Liste aller Untervektorrdume von V gefunden:

(0,0),V.{(0,0). (1,0)},{(0.0), (0. 1)}, {(0.0), (1. 1)}

Diesen Vektorraum kénnen wir auch graphisch darstellen:

0,1) (1,1)

0,00°  °(1,0)

Abbildung II-16: graphische Darstellung von V
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Fiir die graphische Darstellung der Untervektorrdume von V gilt nun:

(0,1) (1,1) | (0,1) oo (1,1)

(0,0)5«..'.,5 * (1,0) (0,0)3-..'........'.:3(1,0)

(0,1) (1’1) 0,1) . (1,1) | (0,1) (1,1)

0.0 10 | (0,0

1.0) | 0.0) “** (1,0

Abbildung II-17: graphische Darstellung der Untervektorrdume

Gegeben: vy,...,v; € V. Suche alle Untervektorrdume U 3 vy, ..., vg.
Es ergeben sich folgende notwendigen Bedingungen:

Aus (iii): Vaq,...,ar € K: aqvy, ..., 00 € U

Aus (ii): Vag,...,a, €K: ajv1 + ...+ apup, € U

k
Also: = TUD {alle Linearkombinationen Z%‘Uz}

i=1

2.3.11 Satz (I1.3.4)

k
Gegeben seien vy,...,v; € V. Dann ist {Z av; o €Koi=1,..., k‘} der kleinste Un-
i=1
tervektorraum von V, der die Vektoren vy,...,v; enthilt.

Beweis:

k
Nach der Voriiberlegung geniigt es zu zeigen, dafd {Z v oy €Kii=1,.. ., k} <V

i=1

k
Nun sei: U = {Zaivi ca; €K, i = 1,...,k}
i=1
Wir miissen die Eigenschaften (i) — (iii) liberpriifen:
Zu (i): U#¢,denn vy =1-v1+0-v24+...40-v, €U
Zu (ii): Abgeschlossenheit beziiglich der Addition:

k

k k k
Zaivi + Z@'Ui = Z (av; + Bivi) = Z (i +Bi)-v; €U
im1 i1

=1 =1

Zu (iii): Abgeschlossenheit beziiglich der skalaren Multiplikation:

k k k
a-ZaiUi:Za-(aivi):Z(a-ai)wi eU
i=1 i=1

i=1

Da alle Eigenschaften erfiillt sind ist U < V. Die anderen Axiome sind schon in V
erfiillt und iibertragen sich damit auf U.
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2.3.12 Definition (IL.3.c): Spann und Erzeugendensystem

k
(i) (v1,...,v,) wir definiert als (vy,...,v;) = {Z QU T ...y € K}
i=1

(v1,...,v) ist der von v1,...,v; erzeugte oder aufgespannte Vektorraum oder
Span (v1,...,vk).
(ii) Ist U = (vy,...,v): U wird von vy, ...,v; erzeugt oder aufgespannt. v, ..., v; wird

als Erzeugendensystem von U bezeichnet.

2.3.13 Beispiele fiir Spann

Gerade im R?*: gp, = P+R-v =P+ (v).

Ebene im R?: Ep,, ,, = P+ Ru; +Rug = P+ (v, v9).

Man nennt ein solches System: Affiner Unterraum des K": P+ (v1,...,v;).

Nun ist es oft gefordert fiir einen Untervektorraum ein Erzeugendensystem zu finden.
Hier nun eine Beispiel:

Gegeben sei K und U = {(z1,...,z,) € K" : a121 + ... + apz, =0} <K".

1. Fallq; =0,i=1,....n = U=K"=/(ey,...,e,) mit e; =(0,...,1,...,0) wobei die

n
1 an der i-ten Stelle steht un (z1,...,2,) = inei
=1

2. Fall: ein a; # 0, etwa a1 # 0. Nun gilt:

a1 +...+apnx, =0 & T1=—""29—...— —Ip
ai ai
as Q.
& (T, Tn) = (@2 — o T, T2, Ty
ai 1
Nun gilt:
az an
(X1, . &) = ——Xg—...— —Tp,To,...,Tn
aq al
a2 ag
= xo | ——F22,1,0,...,0 ) +23- | ——23,0,1,0,...,0
ai ai

+x; - (_&xl)71770) + Ty - (_a_nwn50771)
aiq ai

o, ., xn €K a::azg-(—@,Lo,...,0)+...+xi-(—ﬁxi,...,1,...,0)+xn-(—a—"xn,0,...,1)
a a

ai 1

Damit: 2 ¢ U &

Also: U:<...,(—ﬂ 0,...,1,...,0),...> fiir i = 2,...,n sind Lésungen, denn

a;’
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2.4 Kapitel (II.4): Basis und Dimension
2.4.1 Ziel dieses Paragraphen: Haupsatz fiir Basen

Der Hauptsatz fiir Basen lautet:

(i) Jeder endlich erzeugte Vektorraum hat eine Basis.
Das heifst: jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt ein linear unabhingiges
Erzeugendensystem.

(ii) Je zwei Basen haben dieselbe Linge (Anzahl der Vektoren)

2.4.2 Definition (II.4.a): Lineare Unabhingigkeit von Vektoren

v1,...,0, heilen linear unabhingig, wenn gilt:
k
Val,...,akGK:Zaivi:O = aj=ay=...=a=0

i=1

2.4.3 Definition (II.4.b): Basis

k
v1,...,v; heiflen eine Basis von V& V= (vy,...,0) = { E Q;V;
i=1

:OéiEK}.

Dabei sind v, ...,v; linear unabhingig.

2.4.4 Beispiele fiir Basen

(a) K™ hat die Standardbasis {ey,...,e,} mit e; als dem i-ten Einheitsvektor. Der i-te
Einheitsvektor hat als i-te Komponente eine Eins und ansonsten Nullen: (0,...,1,...,0).

Ein Vektor z ldft sich dann darstellen als © = (z1,...,z,) = z1€1 + ... + z,€,.
(b) R? hat die Basen {ej,e>} und {(1,1), (7000163, —14201660)}.

Zu zeigen: Va,b: (a,b) = - (1,1) + 8- (7000163, —14201660). Wir miissen also folgendes
Gleichungssystem l6sen:

= a-143-7000163
b = «-1+4+0-(—14201660)

n

(c) Sei U = {z| Zaizi = O} mit a; #0. U= (ug,...,u,), also uy,...,u, sind ein Erzeu-

i=1
gendensystem von U.
Behauptung: us,...,u, sind linear unabhingig.
Beweis: Sei asus + ...+ ayu, = 0.

n

Wegen der Gestalt von u; folgt: Z a;u; = (%, a9,...,a,) wobei * irgendeinen Produkt

i=1
ist. Also:

n
g agu =0 = a=az3=...=a,=0
i=1
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2.4.5 Basen und Dimensionen

Familie von Vektoren : (v;),.;, wobei I eine (Index)menge ist: [ — V,i > v;. Nicht
notwendigerweise: v; # v; fiir ¢ # j. vi,...,v, sind eine endliche Familie, das heifst
{1,...,n} =V, i— v,

Notation (F): Bisher (vy,...,v,). Auf Ubungsblatt 9 zu zeigen: (E) C V. Allgemeinste
Verwendung: E = (v;),.; Familie von Vektoren. (E) = der kleinste Untervektorraum
von V, der alle v;,i € I enthilt.

Existenz: In der Vorlesung: Existenz von endlichen Familien gezeigt. Auf Ubungs-
blatt 9: Fiir beliebige Familien:

(E) =< Y A\w;|JCI,J endlich, )\; € K
jeJ
Basis von V: Familien von Vektoren mit

(i) v1,...,v, sind linear unabhingig
(i) (viy...,on) =V

Bemerkung: Aus (i) folgt: r #s = v, #vs
Beweis: Sei v, = v; mit r < s.
Also existiert eine nicht triviale Darstellung der Null:
0=0-v14+...40- v, 14+1- 0,40 -vpp1+...+0-v51+(=1)-vs+0-v541+...+0-0v,
Wir erhalten einen Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit.
Nun noch eine Notation der Linearkombination: Z)\jvj:
O-vi+A-v2+A3-v34+0-v4=2~A2-v2+ A3 03
Beide Terme sind eine Linearkombination von vy, ...,vs, wobei alle Faktoren mit A\; =0
auf der rechten Seite weggelassen worden sind.
Lineare Unabhingigkeit:
v1,...,0, sind linear unabhiingig <& Vi=1...n:v;¢ (U1,...,0i—1,0i41,---,Un).
Fiir n = 2: v1,v; sind linear unabhiingig < v; ¢ Kuy und vy ¢ Kuy.
Anmerkung zur Notation: Um Schreibarbeit zu sparen sind dquivalent:

(U1« e oy Vim1, Vi 1y e v o5 Un) = (U1, ooy Vi1, D4y Vi 1y« -+ 5 Up)
Der Vektor, der nicht Element des Erzeugendensystems ist wird mit einem Dach
bezeichnet.
Beweis: Angenommen v; € (V1,...,0;—1,0i,Vit1,...,0pn)
“=7: Zu zeigen
Vi = AU A F N 1Vie1 F A1 Vi U,
= 0 = Mur+...+ X101+ (1) v + Aip1vigr + .- F o,

Also muff mindestens ein )\; # 0 fiir j # /. Dies ist eine Widerspruch zur Vorausset-
zung, daff die Vektoren linearen Unabhingigkeit sind.

“e: Sei Z Aiv; = 0 wobei ein \; # 0. OE: \; # 0 (Ansonsten sortieren wir um). Dann
i=1

n

A1 + i)\lvl =0 = v = Z (i\—i) V;

=2 1=2

Also vy € (vg,...,vp)
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2.4.6 Hauptsatz (I11.4.1)

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann gelten:

(1) V besitzt eine Basis

(2) Je zwei Basen haben dieselbe Linge (Sprich: dieselbe Anzahl von Vektoren)

Beweis: Voraussetzung: V = (vy,...,v,). Konstruktion einer Basis aus vy,...,v,.
Erste Konstruktion: (Idee: behalte Erzeugenden-Eigenschaften):
Nun unterscheiden wir zwei Fille:

1. Fall: vy,...,v, sind linear unabhéngig: Fertig, da wir Basis damit haben.
2. Fall: vq,...,v, sind linear abhingig. Das heifst 0 = Z Av; wobei nicht alle \; # 0.

Dann vy € (va,...,0n) = U1,...,Un € (V2,..., V).

(wy,...,wg) ist der kleinste Unterraum > wy,...,wy

= V={(v1,...,0,) C{vg,...,0,) CV = V={(vg,...,0p)

Iteration liefert ein Teilsystem v; ,...,v; von vy,...,v, mit den Eigenschaften:

° V:<'Ui1;---;'UiT>

e v; ,...,v; sind linear unabhingig, das heif3t Basis

T

Achtung: r = 0 kann auftreten. Das heiftst V = {0}.

2.4.7 Satz (II.4.1.a): Basisauswahlsatz

In jedem Erzeugendensystem ist eine Basis erhalten, die man durch sukzessive Eli-
mination von Vektoren erhalten kann. Eliminiert wird mittels einer nicht trivialen
Darstellung der Null. (siehe oben: Fall (2))

Zweite Konstruktion: (Idee: behalte Eigenschaft der linearen Unabhéngigkeit)

Sei By C {v1,...,v,} eine linear unabhingige Teilfamilie. Eventuell kann sein: B, = ¢.
Es gibt maximale Teilfamilie B von vy, ..., v, mit:

(i) B ist linear unabhéngig
(ii) By C B

Beweis:

Zu (i): lineare Unabhingigkeit: klar, da nach Voraussetzung B linear unabhingig.
Zu (ii): (B) =V.

Zu zeigen: vy,...,v, € (B): = V=(v,...,u,)C(B)CV = (B)=V

Nun betrachten wir v;. Wir unterscheiden zwei Fille:

1. Fall: v, € B = v; €(B)

2. Fall: v; ¢ B, dann ist B U {v;} eine echte gréfere Teilfamilie von vy,...,v,. Nach
Wahl von B ist BU{v;} linear abhingig, das heifit es gilt : 0 = Z AV + pv; wobei nicht

veB
alle Koeffizienten gleich Null sind.

Angenommen: ;= 0, dann 0 = Z Ayv. Nun folgt aus den Eigenschaften von B und

veB
der linearen Unabhingigkeit: )\, = 0, dafy heifdt: alle Koeffizienten sind gleich Null.

Dies ist eine Widerspruch zu unserer Annahme. Also: fiir n1 =0 = v; € (B)
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2.4.8 Satz (I1.4.1.b): Basiserginzungssatz

Hier zwei Fassungen des Basisergidnzungssatz:

(i) Ist By eine linear unabhingige Familie, F ein endliches Erzeugendensystem von
V, By C E, dann 143t sich Bj innerhalb von F zu einer Basis erginzen.

(ii) Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und Bj eine linear unabhingige Fa-
milie, dann 1l4fst sich B, zu einer Basis von V erginzen.

Beweis: (i) = (i):

Sei V = (v1,...,v,) nach Voraussetzung, wihle Familie By, v1,...,v, =: E.

Dann offenbar: By C E,(E) = V.

Hier eine Beispiel im R*:

thauptung: (1,2,0,4),(3,0,4,6),(0,117,2133,-6),(0,0,1,4),(6,7,8,0), (1,2, 3,4) erzeugen
R*.

Die lineare Abhingigkeit sagt aus:

AM+3XA+0A34+0+6X5+X = 0

AN] + 62+ —6A3+4XNs + 05 +4h¢ = O

Wir erhalten als ein Gleichungssystem mit 4 Gleichungen und 6 Unbekannten.

Nachrechnen liefert, daft wir die Vektoren (0,0,1,4) und (1,2,3,4) eliminieren kénnen.
Die anderen 4 Vektoren ergeben eine Basis.

Konstruktion eines Erzeugendensystem fiir R* nach Satz (I1.4.1.b):
Gegeben seien die linear unabhingigen Vektoren (1,704,603,502) und (2,401, 300, 199).

Auf jeden Fall: Die vier Einheitsvektoren (1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1) sind
ein Erzeugendensystem fiir den R*.

Nachrechnen liefert:
(1,704,603, 502), (2,401, 300,199), (1,0,0,0),(0,1,0,0) ist eine Basis im R* .

Fiir den Beweis des Satzes (I1.4.1.b) brauchen wir den Austauschsatz von Steinitz:
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2.4.9 Satz (I1.4.1.c): Austauschsatz von Steinitz

Sei B eine linear unabhingige Familie von Vektoren in V.

Dann gibt es zu jedem v € B ein w € E, so dat (B \ {v})U{w} wieder linear unabhingig
ist.

Beweis: Wihle v € B, weil (F) =V gilt:
V=ANU1+ ...+ ApUp

Zu zeigen: Es gibt ein i: (B\ {v}) U {v;} ist linear unabhéngig.

Beweis durch Widerspruch: Angenommen Vi: (B\ {v}) U {v;} ist linear abhingig,
daraus folgt analog zum Beweis der 2. Konstruktion: v; € (B\ {v}), Vi. Daraus:

U:Z)\iUiE<B\{U}> und v:Z)\w-w

wv
weB

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme der linearen Unabhéngigkeit.
Folgerung: B, B; sind Basen von V. = |By| = |Bs|.

Beweisschema: Zunichst: |B;| < |By|. Dito: |Bs| < |Bi| = |Bi|=|Ba|.
Sei By :={v1,...,v:}, By i={wq,...,ws}.

Nun wenden wir den Austauschsatz mehrfach an.

B; ist linear unabhingig, B> sei ein Erzeugendensystem.

Nun ersetze v; durch einen passenden Vektor w;. OE: i = 1, ansonsten sortieren wir

um.
Dann: By = {wi,vq,...,0v,} ist linear unabhingig und B, ist eine Erzeugendensystem.
Nun v, ersetzen durch w;. i = 1 ist unmoglich, da ansonsten wi,w;,vs,...,v, linear

abhingig sind.

Also i > 2. OE: i = 2, dann By = {w;,wa,vs,..., v} ist linear unabhingig und B; ist ein
Erzeugendensystem.

Sukzessive werden v, ..., v, durch r verschiedene Vektoren aus B, ersetzt, daher r < s.
Dito: s <r. Also r = s.

Als Konsequenz aus den drei Sidtzen ergibt sich (schon gezeigt):

o Existenz einer Basis

e Gleichmaichtigkeit von Basen

2.4.10 Definition (IT.4.c): dim (V)

Sei V endlich erzeugter Vektorraum. Die Dimension von V: dim (V) := |B|, wobei B
Basis von V ist.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §4: Basis und Dimension



Seite 11-46 Lineare Algebra I - Vorlesung

2.4.11 Konsequenzen aus dim (V) := |B|

Als Konsequenzen ergeben sich:

(i) dim(V) = n, wobei vy,...,v, linear unabhingig = v1,...,v, bilden eine Basis
(ii) Basen = minimale Erzeugendensysteme

(iii) Basen = maximal unabhingige Familien

Stichworte zu den Beweisen:

Zu (i): vi,...,v, sind linear unabhingig. Nach dem Basiserginzungssatz folgt, daf}
v1,...,0, zZu einer Basis erginzt werden kann. Nach dem Austauschsatz folgt unmit-
telbar, dafy v, ..., v, eine Basis sind, also eine Erginzung nicht notwendig sind.

Zu (ii): B sei eine Basis. Aus der Definition der Basis folgt: B ist Erzeugendensystem.
Sei By C B und B( Erzeugendensystem.

Zu zeigen: By, = B.
Sei By C B. Es existiert ohne Einschrinkung v; € B\ By

V1 = AU + ...+ v, mit UQ,...,’UTEB()

Daher sind vy,...,v, linear abhéingig. Dies ist eine Widerspruch zur Eigenschaft der
Basis.

Es folgt, daff B ein minimales Erzeugendensystem ist.
Bisher haben wir bewiesen: B ist minimales Erzeugendensystem.
Es bleibt zu zeigen: Ein minimales Erzeugendensystem ist Basis.

Sei E ein Erzeugendensystem, dann existiert B C E, B sei Basis (nach Basisauswahl-
satz). B ist Erzeugendensystem, E war minimal = B =E. Also ist E Basis.

Zu (iii): Analog zu (i)

2.4.12 Anwendung:

(i) dim(K") =n, B :={ey,...,e,} Basis von n-Vektoren (Standardbasis).
v1,...,v, seien linear unabhéngig = vj,...,v, ist Basis von K" (mittels Basi-
serginzungssatz, Standardbasis, Satz (I11.4.1.b))

n
(ii) lineares Gleichungssysteme Z azr; =0 fliri=1,...,n
j=1
Losungsmenge ist Untervektorraum des K” = L. Spéter: L Basis von vq,...,v,
mit r < n:

L = {il)\ﬂ}z)\l GK}

2.4.13 Darstellung durch Basen

v1, ... U, sel eine Basis, v € V. Nun ldfit sich v als Linearkombination darstellen:

v:Z)\ivi fiir gewisse Aj,..., A\, € K

i=1
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2.4.14 Satz (I1.4.2)

Die Darstellung von Vektoren beziiglich einer Basis ist eindeutig.

Beweis: Sei v dargestellt durch: v = Z)‘ivi = Z,uivi
i=1 i=1

Zu zeigen \; = p; Vi.

Sei ein \;, # ui,. Nun gilt:

zn:)\ivi = zn:,u/ivi < zn:)\ivi _zn:,uivi =0 <& zn:(/\z — i) v =0
i=1 i=1 i—1 i—1 i=1

Fiir einen Koeffizienten, i = iy, ist die Summe der \, y nicht Null. Damit erhalten wir
einen Widerspruch zur linearen Abhingigkeit.

Hier nun ein anschauliches Beispiel fiir den R3:
Sei v gegeben durch: v =v; +2v3 —3v3 und v=v; +2,1 vy —4vs

Subtrahieren wir die beiden Gleichungen, so erhalten wir:
0 = 0,1"1}2+(—1)'U3

Damit erhalten wir einen Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit.

Formale Konsequenz: Gegeben sei ein K-Vektorraum mit den Basis vq,...,v,. Dann
n

ist ein Vektor durch genau einen n—Tupel eindeutig darstellbar:v = Z AiU;
i=1

2.4.15 Bemerkungen zu nicht endlich erzeugten Vektorrdumen

1. Existieren Sie? Ja!

R ist ein Q-Vektorraum:

e (R,+) ist abelsche Gruppe
e QxR —R: (a,v) — a-v (skalare Multiplikation)

(a-B) -v=a-(3-v) (Assoziativitit)
e (a+f) v=av+pv,a-(u+v)=au+av,und 1-v=v

Aber R ist nicht endlich erzeugt.

Angenommen: R wire als Q-Vektorraum endlich erzeugt. Dann hitte R eine Q-Basis
V1,...,Vn, dann gibe es eine Bijektion R>Q". Aber Q" ist gleich méichtig wie Q (nach
Cantor), dann folgt: R>Q (gleiche Méchtigkeit von R und Q). Wir erhalten einen
Widerspruch zu Cantor. Also ist R nicht endlich erzeugter Q-Vektorraum.

Gibt es nun einen Korper jenseits von C, wobei R C C C K? mit dimcK < oo.
C={a+1ib:a.be R}, wobei 1,i ist R-Basis.
Es gibt solche K nicht, da man zeigen kann, daff eine Kugeloberfliche “L&écher” hat,

da man bestimmte Kurven nicht zusammenziehen kann.
2. Haben auch nicht-endlich erzeugte Vektorrdume Basen?
Sei (’Ul)

el Basis:

(i) jeder Vektor ist eine endliche Linearkombination von einigen der v;.

(ii) je endlich viele v; sind linear unabhingig (im bisherigen Sinne)

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §4: Basis und Dimension



Seite 11-48 Lineare Algebra I - Vorlesung

2.4.16 Mengentheorie: Zermelo-Fraenkle

Zur Mengentheorie nach Cantor lassen sich Widerspriiche konstruieren:
Wir betrachten die Menge M aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten:
M :={m|mMenge, m & m}

(1) Annahme: M enthélt M als Element (M € M). Dann ist nach Definition M ¢ M.

(2) Annahme: M enthilt sich nicht als Element (M ¢ M). Also erfiillt M die gefor-
derte Eigenschaft und ist somit in M enthalten

Ausweg aus diesem Dilemma: Einschrinkung des Mengenbildungsprozefs.

Das System, das am héufigsten angewendet wird ist das von Zemelo-Fraenkle (ZF).
Aber aus ZF folgt nicht, daff jeder Vektorraum eine Basis hat.

Zum Gliick folgt aus ZF 4+ Auswahlaxiom: Jeder Vektorraum hat eine Basis.

2.4.17 Satz (I1.4.3)

Sei dim (V) =n, U < V, dann gilt:

(i) U ist endlich erzeugt, dim (U) < dim (V)
(ii) dim(U) =dim(V) & U=V

Beweis:
(i) Seien uy,...,u; € U linear unabhingig. Dann k < n (folgt aus Basiserginzungs-
satz). Sei k maximal mit dieser Eigenschaft, das heifst: u;,...,u; ist ein maximales

unabhingiges System in U (Warnung: “Basen = maximal unabhingige Familien” ist
hier nicht anwendbar, weil wir noch nicht nachgewiesen haben, dafl U endlich erzeugt

wird). Sei v € U und u # uq,...,u;. Somit ist © Linearkombination von uy, ..., u:
k
u = Z )\lul
i=1
Wegen der Maximalitit sind uq,...,u;,u linear abhiingig. Das heifdt: es existiert eine

nicht triviale Darstellung der Null:

k
0= ity + pu

i=1
wobei nicht alle Koeffizienten Null sind.
Es folgt: Fiir y # 0 ist © Linearkombination von wuq, ..., ug.
Also zusitzlich: uq,...,u; erzeugen u = uq,...,u; sind eine Basis.
(ii) “<": klar
“=" dim (U) =dim (V) =n. uq,...,u, sind eine Basis von U. Nach (i) folgt unmittel-
bar: uy,...,u, sind eine Basis von V= U = V.
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2.4.18 Satz (I1.4.4): Dimensionsformel fiir Unterrdume

Sei V endlich dimensionaler Vektorraum und seien U;, U; Untervektorrdume, dann
gilt:

Hier ein Beispiel fiir den R?

Sei U; eine Gerade durch den Nullpunkt, U; eine Ebene durch den Nullpunkt.

Wir unterscheiden zwei Fille:

1. Fall:

z

Abbildung II-18: 1. Fall: Die Gerade liegt in der Ebene

Die Gerade ist in der Ebene enthalten: U; C U,

Nun gilt: U, NUy=U; und U;+Uy;=0,

Damit ist die Dimensionsformel fiir Untervektorraume erfiillt.
2. Fall:

Yy R3

z

Abbildung I1-19: 2. Fall: Die Gerade schneidet die Ebene nur im Nullpunkt

Nun gilt: U, SZ Uy, U NU; = {0}

Aber: R®DU; +U, D (v1,v2,v3) = R3, wobei v; der Richtungsvektor der Geraden und
vg,v3 die beiden Richtungsvektoren der Ebene sind.

Damit ist die Dimensionsformel fiir Untervektorrdume auch in diesem Fall erfiillt.

Fiir den Beweis haben wir nun folgendes Schema im Kopf:

U, + U\
U,
/

U;NUy

U,
Abbildung II-20: Schema fiir den Beweis von Satz (I11.4.4)
Beweis: Sei uq,...,u; eine Basis von U; N U;. Nun erginze uj,...,u; zZu einer Basis

ULy ...y Uk, V1,--.,U von Uj. Zudem ergénze uq, ..., u; zu einer Basis uy, ..., ug, Wy, ..., Wn,
von U, (Ergidnzungen mittels Basisergdnzungssatz)
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Behauptung: uq,...,ux,v1,...,0,W1,. .., W, ist eine Basis von U; + Uy
(Nach der Formel ergibt sich fiir die linke Seite: k + (k+ [+ m) und fiir die rechte
Seite: (k+1) + (k+m))

Beweis: Erzeugendensystem v = z; + 2o mit z; € Uj.

Sei:
k 1
z1 = E )\zuz + E HjUj
i=1 j=1
k m
z2 = E Aiu; + E PrW
i=1 k=1
Es folgt unmittelbar, daf8 z; + 25 Linearkombination von ui,...,ug, v1,..., 0, W, ..., Wn,
ist. 21+ 290 € (U1, .oy Uky V1, oo, UL, W, ey Why)

Noch zu zeigen: Lineare Unabhingigkeit. Sei

k l m
=1 =1 k=1
;,_/ ;/—/ ——

u v w

Nun ist zu zeigen: Alle «;, 3,7, sind gleich Null.

Wir wissen:

U + v 4+ w = 0
~— —~ —~
U; NU,y U, U,
Also gilt:
w=—u—v €U NUy
da u,v € Uj.

Es ergibt sich:

m k
w = § YrWy = E 6sus =u
r=1 s=1

Bringen wir nun beide Terme auf eine Seite, so erhalten wir eine nicht triviale Dar-

stellung der Null:
m k
ZFYTU)T - 255u5 =0
r=1 s=1

Weil u,,w, eine Basis von Us bilden folgt: Alle Koeffizienten sind gleich Null und
damit insbesonders alle ~, sind gleich Null.

Einsetzen in die Ausgangsgleichung liefert:
> ot Y Bu; =0
i J

Weil u;,v; eine Basis von U; bilden, folgt, dafi alle Koeffizienten «;, 3; = 0 sind.

Damit: dim(U;+Uy) = k+1+m = (k+1) + (k+m) — | = dim(U,;) + dim (U,) —
dim(U1 ﬁUQ)
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2.4.19 Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem ist von folgender Gestalt

ay1 - L1 + + A1np * Tp =0

asi-r1 + ... + aoprrn, = 0

Am1 1 + ... + amn-Tn = 0
Gegeben sind alle a;; € K, gesucht sind z1,...,z,.

Wir kénnen einen Lésungsraum angeben:

L= (xl,...,xn)EK”:Zaijmj:O wobei i=1,...,m

j=1

Der Losungsraum ist auch auf die folgende Art darzustellen:

L:ﬂ (I1,---,$n)€K"SZaij'$j:0
i=1

J=1

= U4
Hier noch eine kleine Auffrischung: a1 -z1+...+a, -2, =0
OBdA: Sei a; # 0, dann 143t sich x; als LK von z,,...,z, darstellen: x; = Z Y T

a
=2 1!

Daraus folgt unmittelbar: (z1,...,2,) = ij - (—ﬁ, 0,...,0,1,0,..., 0) wobei die 1 an
ai
der j-ten Stelle steht. Also:

(@1 tn) 2 Y a2 =0 <...,<ﬂ,o,...,o,m,...,o),...> mit j=2...n
p
=1

K2

Fiir die Dimension des Lésungsraumes gilt:

dim (xl,...,xn):Zai-mizo =n—1 fallsa; =0
j=1

Sind alle a; = 0 so folgt unmittelbar, daft {x : Z a; - T; = O} = K" wobei der K™ natiir-
i=1

lich n-dimensional ist. Wir kénnen also Aussagen iiber die Dimension des Lésungs-
raumes machen.

Wihlen wir m = 2 so gilt:

L = LiNnke
dim(L) = dim(L,)+dim(Ly) —dim(L; +1Ls)>(n—-1)+(n—1)—n=n—2
Damit kénnen wir eine Aussage fiir m = 3 treffen:
L = (LinLy)NLs
dim (L) = dim(L;NLy)+dim(L3)+dim(L; NLy+Ls)>(n—2)+(n—1)—n=n—3

Per Induktion nach m folgt: dim (L; NLaN...NL,,) >n—m

Die interessanten Fille sind: m < n —1 = dim(L) > 1 (In diesen Fillen haben wir
mindestens eine Gleichung weniger als Variablen)
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2.4.20 Studium von Unterrdumen

Gegeben seien U;, U; mit U; N U, = {0}. Hier ein anschauliches Beispiel fiir den R3

I. U; ist der R3, Uy = {0} y

Abbildung II-21: 1. Beispiel fiir Untervektorrdume

II. Sei U; eine Ebene und U, eine Gerade, wobei U; ¢ U; (Die Gerade ist nicht in

der Ebene enthalten) U
2

U,

Abbildung I1-22: 2. Beispiel fiir Untervektorriume

Andere Untervektorrdume: R?® C Uy, Us,, dim (U;) >2

Behauptung: dim (U; NUz) > 1

Beweis: dim (U; NUsz) > dim (U;) +dim (Uy) —dim (U; +Uz) =2+2-3=1

Sei dim (U; N Uy) = 2, dim (U;) =2

Behauptung: == U; = Uy, Dazu: Ist U<V und dim(U) =dim(V) = U=V

2.4.21 Satz (I1.4.5)

Seien U;,U; < V, wobei U; # U,. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) U;NnU; ={0}
(ii) dim (U; + Uy) = dim (U;) + dim (Uy)
(iii) O=wu; +uzy s €Uy = up =u2 =0
(iv) Jedes v € U; 4+ Us hat eine eindeutige Darstellung der Form v = uy +u2 mit u; € U;

Beweise:

(1) = (i7): Dimensionsformel: dim {0} =0

(79) = (i4i): Angenommen: 0 = u; + ug, ein u; # 0 (nicht beide u; kénnen Null sein).

Damit sind beide u; ungleich Null: w; = —us # 0. u; € U, da u; = —us # 0 = u; €

U; = U; NU; # {0} = dim (U; NUsy) > 1. Damit erhalten wir einen Widerspruch zur

Annahme: dim (U; + U;) = dim (U;) 4 dim (U,)

(791) = (iv): Annahme: Sei v = u; + uz = v} + u, wobei u;,u; € U;. Zu zeigen: u; = uf,

up =uh. Esgilt: 0=v—v=us +us —uf —ub= (u1 —u}) + (uz—uh) . Nach (iii) folgt:
——— ——

-
e U, c U,
up = v} und ug = ub.
(iv) = (i) Seiv e UyNUaund 0= v Jr(;i)_)/.OEUlnLUgundO: 0o, + 0 .
c U; € U,y c U; c U,

Da es nur eine eindeutige Darstellung gibt, folgt: v = 0.

§4: Basis und Dimension http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script



Kapitel II: Algebraische Strukturen Seite II-53

2.4.22 Definition (I1.4.d): Komplement eines Untervektorraums
U, heifit Komplement oder komplementérer Vektorraum zu U; < V, wenn gilt:
U2<V, UlmUQZ{O}, U;+U0, =V

Achtung: Die Definition unterscheidet sich von dem Mengentheoretrischen Komple-
ment.

2.4.23 Satz (I1.4.6)

Jeder Untervektorraum eines endlich erzeugten Vektorraums besitzt ein Komple-
ment.

Beweis: Sei U < V, wobei V ein endlich erzeugter Vektorraum ist. Dann hat U eine
Basis uq, ..., u;. Nach dem Basisergéinzungssatz bildet w4, ..., ug, ug41,...,u, eine Basis
von V. Setze nun U’ := (upi1,...,u,)

Behauptung: UNU’ = {0} beziehungsweise U+ U’ =V
Beweis: U+U’ =V, weil U+U’ die Basis von uy, ..., ug, ugt1,.. ., u, enthilt. Weiterhin:

dim (U + U') =n =k + (n — k) = dim (U) + dim (U)

Nach Satz (I1.4.5) (ii) folgt: UN U’ = {0}

Bemerkung:

(i) Notation: V=U® U: V ist die direkte Summe von U und U’

V=UeaU:eUNU ={0}, U+U =V

(ii) Es gibt im Allgemeinen mehrere Komplemente: Beispiele (siehe (iii)) oder: Ba-
siserginzung ist nicht eindeutig.

(iii) Beispiel:
V= (Z/x)’

Hier die Darstellung von

und

-

Abbildung I1-23: Darstellung von U; und U,

U, NnU;
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Behauptung: U, ist das Komplement zu U;.
Zu zeigen: U; N Uy = {0} und U; + Uy =V,

Beweis: Man sieht leicht:

U N0, = {
{

V =(Z/s)* = {(0,0),(1,0),(0,1) } Es reicht diese drei Paare zu betrachten, da wir alle
anderen als Linearkombinationen darstellen kénnen.

Da es sich um einen endlichen K&6rper handelt kénnen wir alle Kombinationen aus-
rechnen:

U, +U, = {(0,0),(1.0),(20),(1.2), (1)}

(6, 6) ist zwingend erforderlich, also brauchen wir nur noch zwei lineare unabhingige
Vektoren zu wihlen und zeigen, daR sie V erzeugen. z.B. (2,0), (1,2). In (Z/5)” ist
2-(2,0)=(4,0) =(1,0) e Vund 2- (1,2) — (2,0) = (2,1) - (2,0) = (0,1) e V

Beweis: (ii) = (i): ?
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