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(III.1) cedgf�hjilklm a�n f ]poLa
q<rtsurts v4wyxRzR{}|�{t~uz

(III.1.a) �Q� wy��|(~��������R���R~���~���~����R�R{t�����7�
� wy{�w*z

V,W K ��� wy��|(~��������7��w����R��zRz��Rw*{}��| f : V→W K �
� {tzRw*�!�4�����7����� � wy��|�~��������R���7~u��~ ���~����R�R{t�����R�.��~��7wy���
K �.� {tzRw*�!��w�������zR�( ,~������!|({�~�z¡��¢�£�w*z7zg ,~ ��¤ w*zR�7w*� ¤ { � | �

�p{,¢
∀v, w ∈ V � f (v + w) = f (v) + f (w)

�p{�{¥¢
∀v ∈ V

�
∀α ∈ K � f (α · v) = α · f (v)

¦ �7��������w*z ¤ w* ,�!��| � f (αv + βw) = α · f (v) + β · f (w)

q<rtsur�§ ¨©w*{t�(�R{�w � w4 ¥ª7� � wy��|(~��������7���R~u��~���~����>�7{��(��w*z
�p�u¢

f : V →W : v 7→ 0 = 0W

{t�(|©w*{tzRw � {�z7w*�!��w@«¬7¬>{ � �7�Rz ¤ �>�7w*zRz
f (v + w) = 0W

�7zR�
f (v) + f (w) = 0W + 0W = 0W¬�w*®¯{�w*���7z ¤ �(£�w*{t��w

f (α · v) = 0W

�7zR�
α · f (v) = α · 0W = 0Wv4{tw*�(w � {tzRw*�!�°«°¬R¬R{ � �R�7z ¤ £±{}���²� � �Q��³@� �t� ��¬7¬>{ � �7�Rz ¤ �@¬´wy®#w*{t���7zRwy|¯r�`¬µ¢

V = K
�
W

¬´w � {twy¬>{ ¤ � w ∈ W
��{}|

f : V →W : λ 7→ λ · w
{t�(|Jw*{�z7w � {�z7w*�!��w�«°¬R¬R{ � �R�7z ¤ ��RwyzRz

f (λ+ µ) = (λ+ µ) · w = λ · w + µ · w = f (λ) + f (µ)¬�w*®¯{�w*���7z ¤ �(£�w*{t��w
f (α · λ) = (α · λ) · w = α · (λ · w) = α · f (λ)£�~�¬�w*{

λ, µ ∈ V
�7zR�

α ∈ K
� � ��� � �!�¯¢�p�*¢ ¦ �7�J¶j��{tzRz7wy���7z ¤ 〈 , 〉 : Rn × Rn → R

� � ��� � �!���7��~��R�<��|�¢�rL·9ª7� n = 2 ¤ { � | �
〈x, y〉 =

2∑

i=1

xi · yi

v4{tw@«°¬R¬>{ � �R�Rz ¤ 〈x, ·〉 : Rn → R
{���|

R �
� {tzRw*�!�*�7�RwyzRz
〈x, y + y′〉 = 〈x, y〉+ 〈x, y′〉

¬�w*®¯{�w*���7z ¤ �(£�w*{t��w
〈x, α · y〉 = α · 〈x, y〉�p�����7~uz²®¯�²«Jz7 ,��z ¤ �Rwy� � ~�� � w*���7z ¤�¤ w*®¯w*{ ¤ |¸{tz (I.3.1)

¢
�p�¹¢eº»�!|���{t®#w*z � {tw* ,w#��z � {tzRw*�!��w[«¬7¬>{ � �7�Rz ¤ w*z´r � wy{

A ∈ Mm,n (K) =
º¼w*z ¤ w½�Rw#�

m × n �º¼�!|(��{t®¯w*z �
Mm,n (K) 3 A =

{(
a11 . . . a1nrrr r r r rrr
am1 . . . amn

)∣∣∣∣∣ aij ∈ K

}

£�~�¬�w*{
i = 1, . . . ,m

�7zR�
j = 1, . . . , n

r
aij

�({�z7�g�R{tw�¶^{tz¡|���� ¤ w%�Rwy�°º¼�!|���{�®¯w
A
�>£�~�¬�w*{��Rw#�Jw#���(|(w@¾BzR�Rw#¿

i
�R{tw ¦ w*{ � w��Rz7�²�Rwy�°®�£�w*{t|(w¾BzR�7wy¿

j
�R{tw � �R� � |(w@¬´wy®#w*{t���7zRwy|¯r

A ∈Mm,n (K) fA : Kn → Km ��{}|

(x1, . . . , xn) 7→




∑

j

a1j · xj ,
∑

j

a2j · xj , . . . ,
∑

j

aij · xj , . . . ,
∑

j

amj · xj
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³@w*�7��wyz�£±{}�°z��Rz²¨ w*®#� ¤ ���R l¨©w*{t�(�R{�w � (c)
�(~ ¤ { � | �

A = (x1, . . . , xn) , fA : Kn → Km, fA (y1, . . . , yn) =
n∑

j=1

xj · yj

� �R�!|�wy� ��� w*�Rw � {tzRw*�!��w@«°¬R¬R{ � �R�7z ¤ Kn → Km {t�(|	�u~�z²�Rwy�·<~����
fA, A ∈Mm,n (K)

r
¨©wy�R���7�7|��7z ¤7� fA

{t�(|
K �
� {tzRwy���yr¨©w#£ wy{�� � � wy{�w*z x, x′ ∈ Kn rQ³@�Rz ¤ { � | �

��s�¢�·9ª<��R{tw@«¸�R�7{t|({�~�z �
fA (x+ x′) = f

(
x1 + x′1, . . . , xj + x′j , . . . , xn + x′n

)

=



. . . ,
∑

j

aij ·
(
xj + x′j

)
, . . .





(∗)
=



. . . ,
∑

j

aij · xj + aij · x
′

j , . . .





=



. . . ,
∑

j

aij · xj , . . .



+



. . . ,
∑

j

aij · x
′

j , . . .





= f (x1, . . . , xj , . . . , xn) + f
(
x′1, . . . , x

′

j , . . . , x
′

n

)

= fA (x) + fA (x′)

��§u¢�·9ª<��R{tw@�(��� � �!��w%º¼� � |({t� � {}���!|�{t~uz �
fA (α · x) = fA (α · x1, . . . , α · xj , . . . , α · xn)

=


. . . ,

∑

j

aij · (α · xj) , . . .




(∗)
=



. . . , α ·
∑

j

aij · xj , . . .





= α ·



. . . ,
∑

j

aij · xj , . . .





= α · f (x1, . . . , xj , . . . , xn)

= α · fA (x)

«�R���²�R{twy� ,ªR�<��w*zg£±{}�°�R{tw�
±��wy���!|({�~�zRw*z�¬�w*{
(∗)

���7 
K
®#�<��ªR�(�¹r

Æ(-#�µÇ^�� ����!��	("¯�
��È¡	 �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�
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q<rtsur�q � �!|�®
(III.1.1) � ¶j{ ¤ w*zR�(���R�� ¥|(w*z � {�z7w*�!��wy�«°¬R¬>{ � �R�Rz ¤ w*z

¶^� ¤ { � | �
�p{,¢

f (0V) = 0W�p{�{¥¢
f (u− v) = f (u)− f (v)

¨©w#£ wy{��(w �¦ �
(i) � ¶^� ¤ { � | �

f (0) + f (0) = f (0 + 0) = f (0)� �<¬R|������R{twy��w*zg£¸{t�z��Rz
f (0)

��~;w#���R� � |�w*zg£¸{t� �
f (0) = 0

�p¾�z²�7{�wy��wy�°«°��|±�(���R~�z²�R���7x ¤ ��z ¤ wy£�w*z7�Rwy|�¢¦ �
(ii) � ¶^� ¤ { � | �

f (u− v) = f (u+ (−v)) = f (u) + f (−v)
?
= f (u) + (−f (v)) = f (u)− f (v)

³@~����»®#�»®#wy{ ¤ w*z � f (−v) = −f (v)
��¶j{�z��@~���~���~����R�R{t�����7�±��w*�(��wy��|({twy��|%�R{tw�¾�z ��wy���(w*z¡¬>{ � ��R�7z ¤ ¢

� {}�±����zRz7w*z²�R{tw*�¸���R l®�£ wy{T«°��|�wyz ®¯w*{ ¤ w*z �º¼{t|�|(w � � v4wyxRzR{}|�{t~uz (III.1.a.i) � f (u+ v) := f (u) + f (v)«�R ��R{tw*��wyzg¨©wy£�w*{t� ¬�w*®¯~ ¤ w*z ¤ { � | � f (v) + f (−v) = f (v + (−v)) = f (v − v) = f (0) = 0³@�RzG¬´w#|(�������¡|(w*z £±{}� �Rwyz wy����|�w*z �RzR� �7w*z � wy|(®¯|(w*z �´wy��� �Rz7� ���<¬R|������R{twy��w*z
f (v) � ⇒

f (−v) = −f (v)º¼{t|�|(w � � v4wyxRzR{}|�{t~uz (III.1.a.ii) � f (α · v) := α · f (v)«�R ��R{tw*��wyzg¨©wy£�w*{t� ¬�w*®¯~ ¤ w*z ¤ { � | � f (−v) = f ((−1) · v) = (−1) · f (v) = −f (v)

q<rtsur�� � �!|�®
(III.1.2) �	� {�z7w*�!��{}|��!|±�7wy� � �R����w

� ~������R���(wy|(®#�7z ¤7� f ��w*{ � {tzRwy���¨©wy�R���7�7|��7z ¤7�
f

(
r∑

i=1

λi · vi

)
=

r∑

i=1

λi · f (vi)

� {}�±¬�wy£�w*{��(w*z ��wy�°¾BzR�7�7��|({�~�z¼� � ��{�®¯®¯w�¢ �
f

(
r∑

i=1

λi · vi

)
= f

((
r−1∑

i=1

λi · vi

)
+ λr · vr

)

(∗)
= f

(
r−1∑

i=1

λi · vi

)
+ f (λr · vr)

(∗∗)
=

r−1∑

i=1

λi · f (vi) + λr · f (vr)

=

r∑

i=1

λi · f (vi)

«zR��wy�����7z ¤7� ¨©wy{ (∗) ¤ w*�¡|e�7{�w � {tzRw*�!��{}|��!|¯� ¬�w*{ (∗∗)
�R{tw²¾BzR�7�7��|({�~�zR� ��~������7���(wy|�®¯�Rz ¤ w*{tz´�

 ,w*� � |©�R{twy�{�z �Rwy� � ��{t®¯®#w%wy¬�w*z7��~�£±{tw@�R{tw@¾BzR�7�7��|({�~�zR� ��wy����z<�uwy���Rz ¤ r
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q<rtsur�� � �!|�®
(III.1.3) � ¾B��~u��~����>�7{��(��wyz�®�£±{��(���Rwyz º¼�!|(��{t®¯w*z��7zR�

K �
� {tzRwy����w*z�«¬7¬>{ � �7�Rz ¤ w*z
¦ ����w*�Rw#�

K �
� {�z7w*�!��w*z «¬7¬>{ � �7�Rz ¤ f : Kn → Km ¤ {}¬R|w*� ¤ w*z7���½w*{tzRw;º¼�!|���{t¿
A ∈ Mm,n (K)��{t|

f = fA
r�º¼{}|¸��zR�7wy��w*z � ~���|�w*z �

�@~u�
K (Kn,Km) 'Mm,n (K)

�
'
��¬�w*�7w*�7|(wy|^��¾B��~u��~����>�7{��(���R�
�

¨©w#£ wy{�� � Mm,n (K)→
�@~u�

K (Kn,Km) , A→ fA¨©wy�R���7�7|��7z ¤7� v4{tw*��w@«°¬R¬R{ � �R�7z ¤ {t�(|©w*{�z7w@¨©{ ��wy��|({�~�z´r
� �M¨©{ ��wy��|({���{}|��!|%®¯�»¬�wy£�w*{t��wyz´�l®#wy{ ¤ w*z £±{}�*�^�7�!� �R{tw�«°¬R¬R{ � �R�7z ¤ {tz���w#��|�{ � �Rz7� �(�7���(wy��|�{ �
{t�(|¯r
��¢ ¾Bz���w#��|�{ ��{t|(�!| �¦ �²®¯w*{ ¤ w*z � fA = fB ⇒ A = Bv4��®¯� � j � |�w � �>� � |�w ��~uz

A = fA (ej)
��� � � ¦ w*{ � w ¤ w*�(���7��{twy¬�w*z>¢��R�Rw*z7z

fA (ej) = fA (0, . . . , 0, 1, 0, . . .0) = (a1j , a2j , . . . , aij , . . . , amj)︸ ︷︷ ︸
j − teSpalte

«�R�
fA (e1) , . . . , fA (en)

£±{}���
A
��wy��~uz7�(|����R{twy��|¯�����R�

fB (e1) , . . . , fB (en)
£¸{t���

B
��wy��~uz7�(|���� �{twy��|¯r

v4���7wy� � � w*zRz
fA = fB ⇒ ∀j � fA (ej) = fB (ej) ⇒ A = B¬µ¢ � �7����wy��|({���{}|��!| �

	 w ¤ wy¬�w*z � f : Kn → Km {t�(|
K �
� {tzRwy���yrQ·<� �t� � f = fA

�R�R��zRz²z7~�|.£�w*z7�R{ ¤ wy��£�w*{t��w �

A =




↑ ↑ ↑

f (e1) f (e2) · · · f (en)
↓ ↓ ↓





�p¶^{tzR�Rwy{t|(� ��wy��|(~���w*z � � � � �>� � |(w*z ¤ w*�����<��{twy¬�w*z¹¢� wy{
f (ej) = (a1j , a2j , . . . , amj)

 ¥ª7�
j = 1, . . . , n

r�·9ª7��7{�w@º¼�!|(��{�®¯w
A ¤ { � | �

A = (aij)
 ,ª7�

i = 1q, . . . .m
�Rz7�

j = 1, . . . , n

³@�Rz ¤ { � |  ,ª7� f �

f (x1, . . . , xn) = f




n∑

j=1

xj · ej



 =

n∑

j=1

xj · f (ej)

=

n∑

j=1

xj · (a1j , . . . , aij , . . . , amj)

=




n∑

j=1

a1j · xj , . . . ,

n∑

j=1

aij · xj , . . . ,

n∑

j=1

amj · xj





= fA (x1, . . . , xn)

v4���±�7w*{t��| � f = fA
r

Æ(-#�µÇ^�� ����!��	("¯�
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q<rtsur�� v4wyxRzR{}|�{t~uz
(III.1.b) �Q� w#��|�~��������R���R~���~u��~����R�R{t�����R� �@~�� K (V,W)

V,W
��w*{tw*z

K �
� w#��|�~��������R��wur � {}���7wyx>z7{�w#��w*z �@~u�
K (V,W) := � K �.� {�z7w*�!��we«°¬R¬>{ � �R�Rz ¤ w*z��~uz

V
zR�����

W � r � {�w*��� �@~u� K (V,W)
��� � �Q� �@~u��~u��~����>�R{t�����R� K

�u~�z � zR����� � � �
�@~u�

K (V,W) := {f : V →W : K− linear}

�@~u�
K (V,W)

{t�(|©w*{tz
K ��� wy��|(~��������R�²r

� wy����z�ª7�> ¥�Rz ¤ w*z � f, g ∈ �@~u� K (V,W)
r

�p{,¢
f + g ∈

�@~u�
K (V,W)

�RwyxRzR{twy��|©�R�7�����
(f + g) (v) := f (v) + g (v)� ���R~�z ¤ w*®¯w*{ ¤ | � f + g

{���|
K �.� {tzRw*�!�*r

�p{�{¥¢
α · f ∈

�@~u�
K (V,W)

�Rw#x>zR{twy��|©�R�<�����
(α · f) (v) := α · f (v)� ���R~�z ¤ w*®¯w*{ ¤ | � α · f {���| K �.� {�z7w*�!�*r

q<rtsur�� � �!|�®
(III.1.4) � �@~�� K (V,W)

{���|¸w*{tz
K �
� w#��|�~��������R�

·9ª7��7w*z²¨©wy£�w*{t�¸{t�(|©®#�²®¯w*{ ¤ w*z �
�p{,¢

f + g ∈
�@~u�

K (V,W)
�Rz7�

α · f ∈
�@~u�

K (V,W)

�p{�{¥¢ �@~��
K (V,W)

{���|¸«°¬�w � �(���Rw 	 ���7�R��w
��{t{�{¥¢ �7{�w�£�w*{}|(wy��w*z � wy��|�~��������R���!¿�{t~u��w
¨©w#£ wy{��(w �
¦ �

(i) � f + g
{t�(| £±{tw*�Rwy� � {tzRw*�!� � (f + g) (v + w)

?
= (f + g) (v) + (f + g) (w)·9ª7��7{�w � {�z<�uw � w*{t|(w ¤ { � | �

(f + g) (v + w)

�	��
�
= f (v + w) + g (v + w)

f, g ����� �����
= f (v) + f (w) + g (v) + g (w)

·9ª7��7{�w���wy���¡|�w � wy{t|(w ¤ { � | �

(f + g) (v) + (f + g) (w)

����
�
= f (v) + f (w) + g (v) + g (w)

« � �(~;{���|¸�7{�w � {�z<�uw ¤�� wy{����²�7wy�±��w*���¡|�w*z � w*{t|(wur� ~u�����<|��!|({���{}|��!| �Rz7�²«J�(��~u®¯{t��|({ ��{t|(�!|¸��{tzR� wy�� ,ª ��� |#�7£�w*{ � V,W � wy��|(~��������7��w%�({�z7�´r
³@~����²®¯�²®#w*{ ¤ wyz � (f + g) (α · v)

?
= α · [(f + g) (v)]·9ª7��7{�w � {�z<�uw � w*{t|(w ¤ { � | �

(f + g) (α · v)

�	��
��
= f (α · v) + g (α · v)

f, g ����� �����
= α · f (v) + α · g (v)

·9ª7��7{�w���wy���¡|�w � wy{t|(w ¤ { � | �

α · [(f + g) (v)]

����
��
= α · [f (v) + g (v)]

� ����� ���
= α · f (v) + α · g (v)

« � �(~;{���|¸�7{�w � {�z<�uw ¤�� wy{����²�7wy�±��w*���¡|�w*z � w*{t|(wur
⇒
�@~u�

K (V,W)
{t�(| � {tzRw*�!�*r
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(ii) � «¬�w � �����Rw 	 ���<�R��w � ®¯� ®¯w*{ ¤ w*z � (f + g) + h = f + (g + h)¦ £�w*{�«°¬R¬>{ � �R�Rz ¤ w*z»��{tzR� ¤u� w*{t���´�^ ,� ��� ���({�w� ,ª7��� �t� w «� ¤ �R��w*z¡|(w �7{�w*�(w � ¬´wyz � w#��|�w � {tw* ,wy��|#r� ��� � w v ∈ V

¬�w � {�w#¬>{ ¤ r·9ª7��7{�w � {�z<�uw � w*{t|(w@��z²�Rwy� � |�w �t� w v ¤ { � | �
(f + g) (v) + h (v) = (f (v) + g (v)) + h (v) = f (v) + g (v) + h (v)

³@�Rz ¤ { � |  ,ª7�J�R{tw���w*���¡|(w � w*{}|�w@��z²�7wy� � |(w ��� w v �
f (v) + (g + h) (v) = f (v) + (g (v) + h (v)) = f (v) + g (v) + h (v)

« � �(~;��{tzR�g�7{�w���w*���¡|(w��7zR�²�R{tw � {�z<�uw � w*{t|(w ¤u� w*{t���´�R�R���Rw#� (W,+)
	 ���7�R��wur

0 : V→W, v 7→ 0W³@w*�<|(��� � w*�¸¶ � w*��w*z¡|�¬�w*®¯ª ¤u� {t���g�Rw#�J«©�R�R{}|({�~�z �
(f + 0) (v) = f (v) + 0 (v) = f (v) + 0W = f (v)

« � �(~ � f + 0 = f = 0 + f¾Bz �uw#����w*�±¶ � wy��wyz¡|�w4¬�w*®¯ª ¤�� {t���g�7wy�«¸�R�7{t|({t~uz � (−f) (v) := − (f) (v) �
(f + (−f)) (v) = f (v) + (−f (v)) = f (v)− f (v) = 0

¦ �
(iii) � £ wy{t|(wy��w � wy��|(~��������R���!¿�{�~���w �« � �¸¨ w*{t�(�>{tw �p� [α · (f + g)] (v) = [α · f + α · g] (v)

r�¶^� ¤ { � | �

[α · (f + g)] (v)

����
�
= α · [(f + g) (v)]

�	��
�
= α · [f (v) + g (v)]

� ����� ���
= α · f (v) + α · g (v)����
�

= (α · f) (v) + (α · g) (v)

�	��
��
= (α · f + α · g) (v)

¶j� ¤ wy¬RzR{t� � �@~�� K (V,W)
{���|©£±{tw*�7wy�

K ��� wy��|(~��������R�
� {}�9����zRz7w*z�z��Rz@���7��� �@~u�

K (V,W)
{}|�w#��{�w#��w*z4�7zR��w#���R� � |�w*zJ£±{�wy�Rwy��w*{tzRwyz K �
� w#��|�~��������R� �

�@~u�
K (U,

�@~��
K (V,W))

{t�(|©£¸{�w*�7wy�
K �
� w#��|�~��������R�²r

q<rtsur�� «Jz7��w#�����Rz ¤ w*z�®#�7� ¨ wy£�w*{��	�u~�z � �!|�®
(III.1.4)

¶^� ¤ { � | �
(i) � +, · � wy����z�ª7�R ,�Rz ¤ w*z ���R  �@~�� K (V,W)

(ii)
�7zR�

(iii) �Q� wy��|�~��������R���!¿�{t~u��w� ,ª<�4�7{�w � w#����z�ª7�R ,�Rz ¤
� {}�°����zRzRwyz ���7���[��z7�Rwy��w � wy����z�ª7�> ¥�Rz ¤ w*z²¬�wy|(�������¡|�w*z�r � {}�°����zRz7w*z ®#�7� ¨©wy{����>{tw � �7wyx �zR{twy��wyz �

f ′ + g := f + g2

«°¬´w#�J ¥ª7�
V = Rn � W = R

��{t|
(f ′ + g) (v) = f (v) + (g (v))2

�R��z7�Rw � |±w*�¸�({����²zR{t���¡|±��w*�7�°�7� w*{�z7w � {tzRwy����w@«¬7¬>{ � �7�Rz ¤ r

Æ(-#�µÇ^�� ����!��	("¯�
��È¡	 �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�
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q<rtsur�� ¨©w*{t�(�R{�w �p� v4wy�vJ�R� � �����7� V∗

v4w#�JvJ�R� � �����R� V∗
{t�(|©�RwyxRzR{twy��|©�R�7�����

V∗ :=
�@~��

K (V,K)«zR��wy�����7z ¤7�
K
{���|@�p���R lzR�!|�ª<� � {����7�(|(w � wy{��(w�¢

K ��� wy��|(~��������7� � K = K1 r
(a) = a

�p¶^{tzR�(|(�7��w � ¢
«©�R�R{}|({�~�zg�Rz7�²�(��� � �!��w%º¼� � |({t� � {}���!|�{t~uz���{tzR�g�7wyx>z7{�w#��|¸£±{tw@ª7¬ � {t���

� wy{
V
�RwyxRzR{twy��|±�7�7�����

V := K2 = {(a, b) : a, b ∈ K}³@�Rz²�7wyx>z7{�w#��w*z £±{}�°�R{tw��Q��~ ��wy��|({�~�zRw*z
π1, π2 � π1 (a, b)→ a, π2 (a, b)→ b¨©wy{T�Rwyz��Q��~���w#��|�{t~uz7w*zg�R��z7�Rw � |±w*�¸�({����²�R� � {tzRw*�!��w@«°¬R¬R{ � �R�7z ¤ w*z[�¹�7w*zRz �

π1 (α · (a, b) + β · (a′, b′))
!
= α · π1 (a, b) + β · π1 (a′, b′)

� wy����z7�����7��� � {������7z ¤ �Rw#���Q��~���wy��|({t~uz �

����
b

a

π2

π1

(a, b)

�������'���! ���"°��,+
-#�
π1 (a, b) = a

�7zR�
π2 (a, b) = b

³@�����¡£�w*{}� �7wy� � {tzRw*�!��{}|(��| �
� {tz7��w � w*{t|(w

= π1 (α · (a, b) + β · (a′, b′))

= π1 (α · a+ β · a′, α · b+ β · b′)

= α · a+ β · a′

= α · π1 (a, b) + β · π1 (a′, b′) =
��wy���¡|�w � wy{t|(w

� w*{}|�wy� � ¶^{tzR{ ¤ wJ£ wy{t|(wy��w � {�z7w*�!��w%«¬7¬>{ � �7�Rz ¤ w*z λ : V→ K
r

� wy{¹�R��®#�
v1, . . . , vn

w*{�z7wJ¨ ����{t� ��~uz
V
r � w*�Rw*� v �7�!| wy{�z7wJw*{tzR�7w*�7|({ ¤ w°v4�!����|�w �t� �Rz ¤ {tz��7{�wy��wy�¨©���({�� �

v =

n∑

i=1

xi · vi
£ ~�¬�w*{

xi ∈ K

³@�Rz ¤ { � | � λi (v) =: xi
�p�Rw#�

i � |�w � ~�w
	�®¯{�w*z¡|�¢
¨©wy�R���7�7|��7z ¤ � λi ∈ V∗

¨©w#£ wy{�� � ·9ª7��7{�w � {�z7w*�!��{}|��!|±®¯� ®#w*{ ¤ wyz �
�p{,¢

λi (v + w) = λi (v) + λi (w)

�p{�{¥¢
λi (α · v) = α · λi (v)

��	���&���	LÀ����!	��
 ���"��¹ÁyÂ*Ã�Ä# ����7Á�Å#Å�- Æ(-¯�µÇ^�
 ����!�u	�"#���'È¡	
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� wy{�w*z
v
�7zR�

w ¤ w ¤ wy¬�w*z � � � � {�z7w*�!����~u��¬R{�z7�!|�{t~uz � v =
n∑

i=1

xi · vi, w =
n∑

i=1

yi · vi

³@�Rz ¤ { � | � v + w =

n∑

i=1

xi · vi,+

n∑

i=1

yi · vi =

n∑

i=1

(xi + yi) · vi

«�7��wy���7w*� ¤ { � | � λi (v + w) = xi + yi = λi (v) + λi (w)
r

«zR� � ~ ¤ ¬�wy£�w*{t��w*z £¸{t� � λi (α · v) = α · λi (v)·9ª7��7{�w@¶j{�z7�Rw*{}|���¬>����{t�
e1, e2 ¤ { � | � (a, b) = a · e1 + b · e2 = π1 · e1 + π2 · e2

r�« � ��~ � πi = λi
r

¨©{t���7wy� � ¨©����{t� v1, . . . , vn � {�wy ,wy��| � {tzRw*�!��w@«°¬R¬R{ � �R�7z ¤ w*z λ1, . . . , λn : V→ K¨©wy�R���7�7|��7z ¤7� λ1, . . . , λn
{t�(|©¨©����{t� ��~uz

V∗
�
⇒

�R{t�
KV∗ =

�7{��
KV

¢
¨©w#£ wy{�� � ¦ � ®¯w*{ ¤ w*z � λ1, . . . , λn

{t�(| w*{tz � {�z7w*�!�e�Rz7��¬R�R��z ¤ { ¤ w*� ¶j��®¯w*� ¤ w*zR�7w*zR�����(|(w*�²r½vJ���
�Rwy{t��| �
�p{,¢

λ =

n∑

i=1

αi · λi

�p{�{¥¢ n∑

i=1

αi · λi = 0
��³@� ��� �!¬R¬>{ � �R�Rz ¤ ¢ ⇒ � ��� w αi = 0

¶^{tzR{ ¤ w4¶^{ ¤ w*z7�����7�� �|�w*z²�7wy�°«°¬R¬>{ � �R�Rz ¤ λi �
λi (vi) = 1

�7�RwyzRz
vi = 0 · v1 + . . .+ 0 · vi−1 + 1 · vi + 0 · vi+1 + . . .+ 0 · vn

λi (vj) = 0
�>�7w*zRz

vj = 0 · v1 + . . .+ 0 · vj−1 + 1 · vj + 0 · vj+1 + . . .+ 0 · vn
 ¥ª7�

j 6= i

� ��� ¬�~ � {��(���Rw�³@~�|��!|({�~�z � λi (vj) = δij
r � {t�°� � � � ��~�zRw*����wy� � ��� ¬´~ � ¬�w*®¯w*{t���Rz7wy| �
δij =

{
1 i = j
0 i 6= j

	 w ¤ wy¬�w*z � λ : V →W
rQ¶^� ¤ { � | � λ

(
n∑

i=1

xi · vi

)
=

n∑

i=1

xi · λ (vi)

λ (vi) ∈ K
�pw*�@�R��zR�7w � |%��{t��� �R� w*{�z7w*z � ��� � �!�¯¢�rg¶^� ¤ { � | � xi = λi (v)

r � wy|(®#wyz £±{t��w*{tz´���(~
wy���7� � |(w*zg£±{}� �

λ (v) =

n∑

i=1

λi (v) · λ (vi) =

n∑

i=1

λ (vi)︸ ︷︷ ︸
= αi ∈ K

· λi (v) =

(
n∑

i=1

λ (vi) · λi

)
(v)

« � �(~ � λ =

n∑

i=1

λ (vi) · λi ⇒ λ1, . . . , λn
{���|¸¶j��®#w*� ¤ w*z7�Rw*z7������|�w*�²r

¨©wy�R���7�7|��7z ¤7� λ1, . . . , λn
�({�z7� � {�z7w*�!�°�RzR�!¬R�R��z ¤ { ¤ r

¨©w#£ wy{�� � � wy{
n∑

i=1

αi · λi = 0
r � wy|(®¯w*z £±{}�z��Rz

vi0

wy{�z��>��~�wy���R� � |�wyzg£±{t� �

0 = 0 (vi0) =
n∑

i=1

αi · λi (vi0)︸ ︷︷ ︸
(∗)

= αi0

«zR��wy�����7z ¤7� ¨©w*{ (∗)
�7��z7�Rw � |¸wy�±��{t���g�R� w*{tz � ��~�zRw*����wy��������¬�~ � r

Æ(-#�µÇ^�� ����!��	("¯�
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� ���<|��J¬R�Rz ¤ �(¬ � �!|�| ¤ { � | � �R{t� (
�@~��

K (V,W)) =
�R{t�

(V) ·
�R{t�

(W)³@�Rz �
�@~u�

K (Kn,Km) = Mm,n (K) = {(αij) , αij ∈ K} =




α11 . . . α1nrrr r r r rrr
αm1 . . . αmn





£�~�¬�w*{
i = 1, . . . ,m

�7zR�
j = 1, . . . , n

r
³@�Rz ¤ { � | �

fA ←� A

fA (x1, . . . , xn) = (y1, . . . , yn)
£�~�¬�w*{

yi =

n∑

j=1

αij · xj

� {tw�����zRz²����zg��{t���²�R{tw*� ��w#���uwyz��

← i− teZeile →


 ·




x1rrr
xjrrr
xn


→ yi

« � � � �>� � |�w*z<�����R� ���R��� � � � � �>� � |�w*z ��wy��|(~�� ¤ w*�(���7��{�wy¬�w*z �



y1rrr
yn



 = x1 · v1 + . . .+ xn · vn

£�~�¬�w*{
vi
�Rwy�

i � |�w � �>� � |(w*z ��wy��|(~�� ��~uz
A
{t�(|¯r

¨©w#£ wy{�� �
n∑

i=1

xi · vi

︸ ︷︷ ︸
nicht gut!

=

n∑

j=1

xj · vj

︸ ︷︷ ︸
besser!�R��w*�¸�({����²�7� �7w*z

j � |�wyz � �>� � |�wyzR{tzR�Rw#¿��7��zR�Rw � |¯r�³@�Rz ¤ { � | �

n∑

j=1

xj · vj =
n∑

j=1

xj ·




α1jrrr
αijrrr
αmj

7


 =

n∑

j=1



← αij · xj →



 =




n∑

j=1

αij · xj





«zR��wy�����7z ¤7� ¶^�¸�7��zR�Rw � |±wy�¸��{t���²�R� ��w#£ wy{ � �¸�R{tw i � |(w � �R� � |(wur³@����� � ���t¤ w*��w*{tzRwyz��J¬�wy� � w ¤ �Rz ¤ w*z {t�(| �@~u�
K (Kn,Km)

w*{tz
K �
� w#��|�~��������R�²r � w ¤ wyz �Rwy�

¾B�Rw*z¡|({}x>®¯{�wy���Rz ¤ ��{}| Mm,n (K) ¤ {}¬R|¸wy�¸���R  Mm,n (K)
w*{tzRw

K �
� w#��|�~��������R���(|����<��|��<�*r
� {tw@��{tw*�¡|¸�7{�wy��w�¾B�Rwyz¡|�{}x>®¯{�w#���Rz ¤ ���7���«¸�7�R{}|�{t~uzg�7zR�²����� � �!��w%º¼� � |�{}� � {t���!|({�~�z �

A+B
£¸{t���²�7wyx>z7{�w#��|¸�7�7�����

fA+B := fA + fB

α · A
£±{t���²�RwyxRzR{twy��|¸�7�7�����

fα·A = α · fA

��	���&���	LÀ����!	��
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v4��®¯� � f  A =
¬�w*�����7��w*{}¬�w*zR�7w@º¼��|���{}¿¹r�³@�Rz ¤ { � | �

A =




↑
f (ej)
↓︸︷︷︸




j − teSpalte

 ,� �t� � f = fA
rJv4�!�����7� � j � |(w � �>� � |�w �u~�z

A + B � (fA+B) (ej) = fA (ej) + fB (ej) � ���R��{t���½�7{�w
j � |�w � �>� � |(w �u~�z

A
� � �R�±�7{�w j � |�w � �>� � |�w ��~uz

B
r

«¸�7�R{}|�{t~uz7�� ,~�����w ���
(αij) + (βij) = (αij + βij)£�~�¬�w*{

i = 1, . . . ,m
�7zR�

j = 1, . . . , n
r

�@{twy�°z��Rz²w*{tzg¨ w*{����>{tw � {�z Z/7Z �
(

1 6
7 8

)
+

(
5 1
0 −2

)
=

(
−1 0
0 −1

)

v4{tw@�(��� � �!��w%º»� � |({}� � {t���!|({�~�z {t�(|¸��z7� � ~ ¤ ®#�²¬�w*�R��z7�Rw � z �
λ · (αij) = (λ · αij)

£�~�¬�w*{
i = 1, . . . ,m

�7zR�
j = 1, . . . , n

r
�@{twy�°z��Rz²w*{tzg¨ w*{����>{tw �  ,ª7� R �

10 ·

(
1 6 4
0 8 0

)
=

(
10 60 40
0 80 0

)

q<rtsurts�� vJwyx>z7{t|({�~�z
(III.1.c) � � wy��z

(f)
�7zR�²¨©{ � � (f)

f : V→W
�(w*{

K �.� {tzRw*�!�*�7�R��zRz �7wyx>z7{�wy��w*z £±{}�
� wy��z

(f) := {v ∈ V| : f (v) = 0} ,
¨©{ � � (f) := {w ∈W| ∃v ∈ V : f (v) = w}

q<rtsurtsus � ��|(®
(III.1.5) � � wy��z

(f)
�RzR�²¨ { � � (f)

��{tzR� � z¡|�wy���uwy��|(~��������R��w
� wy��z

(f)
�Rz7�²¨©{ � � (f)

��{tzR� � z¡|(wy����wy��|�~��������R��w �u~�z
V
¬�w*®¯{tw*���Rz ¤ �(£�w*{t��w W

r
� � ®¯�²®#w*{ ¤ wyz´�>�7�!� U

w*{tz � z¡|(wy����wy��|(~��������7� {���|¸���7� ¤ w � |(w*z �
�p{,¢

K ·U ⊆U

�p{�{¥¢
U + U ⊆ U

Æ(-#�µÇ^�� ����!��	("¯�
��È¡	 �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�
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¨©w#£ wy{�� �¦ �
(i) � � |(wy|(�± ,ª7�w*{tzRw � {tzRw*�!��w@«°¬R¬R{ � �R�7z ¤7� f (0) = 0⇒ {0} ∈

� wy��z
(f)� wy{�w*z

u, v ∈
� wy��z

(f)
�>�7��zRz ¤ { � | �

f (u+ v) = f (u) + f (v) = 0 + 0 = 0

� wy{
α ∈ K

�
v ∈

� wy��z
(f)

�>�R��zRz ¤ { � | �
f (α · v) = α · f (v) = α · 0 = 0

¦ �
(ii) � 0 ∈

¨ { � � (f)
�>�7�

f (0) = 0
{t� « �t��¤ w*��w*{�z7w*z� ,ª7� � {�z7w*�!��w@«°¬R¬>{ � �R�7z ¤ wyz´r� wy{�w*z

w,w′ ∈
¨ { � � (f)

r�v4��z7z ¤ { � | �
w = f (v) , w′ = f (v′)⇒ w + w′ = f (v) + f (v′) = f (v + v′) ∈

¨©{ � � (f)

� wy{
α ∈ K

�Rz7�
w ∈

¨ { � � (f)
r�vJ��z7z ¤ { � | �

w = f (v)⇒ α · w = α · f (v) = f (α · v) ∈
¨ { � � (f)

q<rtsurts�§ � w#����z�ª7�R ,�Rz ¤�� {tzRw*�!��wy�«°¬R¬R{ � �R�7z ¤ wyz
� wy{�w*z

V,W,Q K �
� w#��|�~��������R��wu�<£�~�¬�w*{ h, g K �
� {tzRw*�!��wyz «°¬R¬>{ � �R�Rz ¤ w*z ��{tzR� �

V
GF ED

f ◦g

��

f
// W g

// O

�������'���! ���"±��,+pÁ!� �¹	(���*� � � �} ���"�� �¯�
f
 ����

g

¦ �<�¶j��{tzRz7wy���Rz ¤7� (g ◦ f) (v) = g (f (v))

q<rtsurts!q � ��|(®¯���Rw*z
(III.1.6) � � {tzR� g, f K �.� {�z7w*�!�*�7��~;{t�(|©���7��� g ◦ f K �
� {�z7w*�!�*r

¨©w#£ wy{�� �

(g ◦ f) (α · u+ β · v)

�	��
��
= g (f (α · u+ β · v))

f ����� �����
= g · (α · f (u) + β · f (v))

g ����� �����
= α · g (f (u)) + β · g (f (v))�	��
��
= α · ((g ◦ f) (u)) + β · ((g ◦ f) (v))

��	���&���	LÀ����!	��
 ���"��¹ÁyÂ*Ã�Ä# ����7Á�Å#Å�- Æ(-¯�µÇ^�
 ����!�u	�"#���'È¡	



)*	(���
	���,+.-�Á ������	(�¯��	�����"¯	(���.��´+����¯�
�'	��� ���"

q<rtsurts � º¼�!|(��{�®¯w*zR��� � |�{}� � {}����|({t~uz
� {}�°�R�!|�|�w*z �

Mm,n (K)→
�@~��

K (Kn,Km)£�~�¬�w*{
A 7→ fA

��{t|

fA (x1, . . . , xn) =




n∑

j=1

a1j · xj , . . . ,

n∑

j=1

amj · xj





·9ª7�
A ¤ { � |¸{tzg�R{tw*��wy� ·7� �t���

A =




a11 . . . a1nrrr r r r rrr
am1 . . . amn





� ���R~uz ¤ w*®¯w*{ ¤ | � vJ{�w±«°¬R¬R{ � �R�7z ¤ {���|j¬R{ ��w#��|�{ �¹���RwyzRz;®¯� ��w*�7w*�
F ∈

�@~u�
K (Kn,Km)

wy¿�{t�(|({twy��|
¤ wyzR���²w*{tzRw@º¼�!|(��{}¿

A
��{}|

F = fA
� � {tw*�7w

(III.1.3)
¢

³@�Rz ¤ { � |  ,ª7�J�R{tw@º¼��|���{t®#wyzR���R�7{t|({�~�z � A+B
{t�(|©�RwyxRzR{twy��|©�R�7����� �

fA+B := fA + fB

�R{tw*�¸wyz¡|����R��{t���¡|°�Rw#���~u�e��~uz7w*z¡|(w*z¡£�w*{��(w4«¸�7�R{}|�{t~uz�r
«zR� � ~ ¤ {t�(|¸�7{�w%����� � �!��w%º¼� � |�{}� � {t���!|({�~�z�wy{�z7wy�°º¼��|���{}¿ �7wyx>z7{�w#��| �

fλ·A = λ · fA

q<rtsurts � vJwyx>z7{t|({�~�z
(III.1.d) � º¼��|���{t®#wyz7�R��~<�7�7��|

� wy{�w*z
A ∈Mm,r (K)

�
B ∈Mr,n (K)

r�v4��z7z²�Rw*{}��|¸�7{�w@�7�7�����
fA·B = fA ◦ fB

w*{tzR�7w*�7|({ ¤  ,w*��| ¤ w � w ¤ |(w�º¼��|���{}¿
A ·B

º¼�!|(��{t®¯w*z7�7��~��R�7��| ��~uz
A
�7zR�

B �
Mm,r (K)×Mr,n (K) → Mm,n (K)

(A,B) 7→ A · B

� wy{
A = (αij)

��{t|
i = 1, . . . ,m

�7zR�
j = 1, . . . , r

�RzR�
B = (βij)

��{}|
i = 1, . . . , r

�Rz7�
j = 1, . . . , n

rQvJ��zRz ¤ { � | �
C = A · B = (γij) i = 1, . . . ,m

j = 1, . . . , n
� ��� � w j ∈ {1, . . . , n}  ,w*��|#� ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)

£�~�¬�w*{T�R{tw
1
��z[�7wy�

j � |(w*z � |(w �t� w%��|�w*�¡|¯r³@�Rz ¤ { � | �

(γ1j , . . . , γmj) = fA·B (ej) = fA ◦ fB (ej) = fA (β1j , . . . , βrj) =

(
r∑

k=1

α1k · βkj , . . . ,

r∑

k=1

αmk · βkj

)

v4���±�7w*{t��| �
γij =

r∑

k=1

αik · βkj

Æ(-#�µÇ^�� ����!��	("¯�
��È¡	 �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�



���������
	��������������	����
	��������������! ���"#	��� �����$%�����
�'&(	�� )!	��'��	���,+
- �

�@{twy�°z��Rz²w*{tz � w*���7w*zR�(���Rw*���  ,ª7�J�R{tw@º¼�!|(��{t®¯w*zR��� � |�{}� � {t���!|({�~�z �

ÃÃÃ

ÃÃÃ
ÃÃÃ

ÃÃÃ

αn1

αi1

α11 β1j

βrjβr1

β11

βrn· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· =

ÃÃÃ

γm1

γ11

γij

γnm

γ1nβ1n· · ·

· · ·αnr

αir

α1r · · ·

· · ·

ÃÃÃ ÃÃÃÃÃÃÃÃÃ

�l���������� ���"°��,+ � ���9	 � ��	�� ��� ��	��±�	� � ���!��	L$%�����
�'&(	����  ����
�'���'� ������� �¯�

� ~������R���(wy|(®#�7z ¤  ,ª7��w*{tzRw�º¼��|���{t®#wyzR��� � |({}� � {t���!|({�~�z A · B
{���|#�l�7���½�R{tw � �>� � |�w*z7®#��� � �u~�z A�Rw#� ¦ w*{ � w*z7®#��� � ��~uz B

w*z¡|(�(�7��{t���¡|#r
�@{twy�°®¯£�w*{T¨©w*{t�(�R{�w � w4 ¥ª7��R{tw%º»�!|���{t®#w*z7��� � |({t� � {}���!|�{t~uz �
��¢

A · B =

(
1 2 3
1 1 1

)
·

(
1 0
1 1

) {t�(|zR{t���¡|�Rw#x>zR{twy��|¯���R�!�²�7{�w � �R� � |(w*zR��zR®¯��� � �u~�z A
�
3
¢

�Rz ¤u� w*{t���g�Rw#� ¦ w*{ � w*z7®#��� � ��~uz B
�
2
¢ {t�(|¯r

¬µ¢
B ·A =

(
1 0
1 1

)
·

(
1 2 3
1 1 1

)
=

(
1 2 3
2 3 4

)

q<rtsurts � � ��|(®
(III.1.7) � � w*���Rw*z<��w ¤ w � zg ¥ª7�º¼��|���{t®#wyz

� wy{
K
w*{�z � ������wy�y�

m,n, r, s ∈ N
�
λ ∈ R

�
A,A′ ∈ Mr,n (K)

�
B,B′ ∈ Mn,m (K)

�Rz7�
C ∈

Mr,m (K)
r�¶j� ¤ { � | �

�p{,¢
Mm,n (K)

{���|
K �
� w#��|�~��������R� �Rwy�vJ{���w*z7��{t~uz

m · n
r

�p{�{¥¢
(A ·B) · C = A · (B · C)

��¶j{�z7w@«��| �u~�ze��«J�(��~�®#{t�!|�{ ��{t|(�!|.��¢
��{t{�{¥¢

A · (B +B′) = A · B + A · B′
¬�w*®¯{tw*���Rz ¤ �(£�w*{t��w (A+A′) · B = A · B + A′ · B

�p¶^{tzRw%«��|
��~uze��v4{t�(|���{t¬R�7|({���{}|(��|
��¢

�p{��7¢
(λ ·A) · B = λ · (A ·B) = A · (λ · B)

¨©w#£ wy{��(w �¦ �
(i) � v4{tw±«¿�{t~u��w¸ª<¬´w#��|(��� ¤ w*ze��{t��� ��~uz �@~��

K (Kn,Km)
���R�

Mm,n (K)
�uw#��� � ¤ w fA 7→ A

r
¶^� ¤ { � | �

0 =




0 · · · 0rrr r r r rrr
0 · · · 0


 , − (αij) = (−αij)

v4w#�J¨ wy£�w*{t�¸wy�� ,~ ��¤ |¸{tzg«�R  ¤ ��¬�wes%���R  �J¬R�Rz ¤ �(¬ � �!|�|�sus�r¦ �
(ii) � ¶^� ¤ { � | �

f(A·B)·C

�	��
�
= fA·B ◦fC

�	��
�
= (fA ◦ fB)◦fC

� � � �
= fA◦(fB ◦ fC)

�	��
��
= fA◦(fB·C)

����
�
= fA·(B·C)v4���R{tw%·7�7z7��|({�~�zRw*zg�����7{���� � w*z¡|±��{tzR� ¤ { � |©���7���  ,ª7�J�R{tw@º¼�!|(��{t®¯w*zR��� � |�{}� � {t���!|({�~�z

(A ·B) · C = A · (B · C)
¦ �

(iii) � ¶^� ¤ { � | �

fA·(B+B′)

����
��
= fA ◦ fB+B′

����
�
= fA ◦ (fB + fB′)

f ����� �����
= fA ◦ fB + fA ◦ fB′

�	��
��
= fA·B + fA·B′

����
�
= fA·B+A·B′

��	���&���	LÀ����!	��
 ���"��¹ÁyÂ*Ã�Ä# ����7Á�Å#Å�- Æ(-¯�µÇ^�
 ����!�u	�"#���'È¡	



)*	(���
	���,+.- � ������	(�¯��	�����"¯	(���.��´+����¯�
�'	��� ���"

v4���R{tw%·7�7z7��|({�~�zRw*zg�����7{���� � w*z¡|±��{tzR� ¤ { � |©���7���  ,ª7�J�R{tw@º¼�!|(��{t®¯w*zR��� � |�{}� � {t���!|({�~�z
A · (B +B′) = A ·B +A ·B′

v4w#�J®�£�w*{}|�w%�Twy{ � �Rw*�¸¨ wy£�w*{t��w*� wy�� ,~ ��¤ |¸��zR� � ~ ¤ r¦ �
(iv) � ¶^� ¤ { � |

f(λ·A)·B

�	��
�
= fλ·A ◦ fB

f ����� �����
= (λ · fA) ◦ fB

� � � �
= λ · (fA ◦ fB)

�	��
��
= λ · fA·B

f ����� �����
= fλ·(A·B)

¬�w*®¯{�w*���7z ¤ �(£�w*{t��w �

f(λ·A)·B

�	��
��
= fλ·A ◦ fB

f ����� �����
= (λ · fA) ◦ fB

� � � �
= λ · (fA ◦ fB)

� � � �
= fA ◦ (λ · fB)

����
��
= fA ◦ fλ·B

�	��
�
= fA·(λ·B)

¨©wy��w#�����Rz ¤7� (i)− (iv)
��{tzR�����R���g�7{t��wy��|©��{}|��Rw#�±·7~�����w � z7�����¡£ wy{���¬>�!�*�>�7{�wy� {t�(|��!¬�wy�¸�(w*�7����R ¥£�w*z7�R{ ¤ r


± ¥|J¬�wy|��������¡|(w*z £±{}�@���R���½ ,~ �t¤ w*z7�Rw*z � ��w*®¯{t� �  ,� �t��� Mn (K) = Mn,n (K)
� ���7���<���!|�{t�����Rw�º¼� �|���{�®¯w�¢ {t�(| � {tz ¤ ¬´wy®#ª ¤u� {���� +, ·

��{t|j��¶j{�z7�.�
En �

En =




1 . . . 0rrr r r r rrr
0 . . . 1




{t�(|¸z7w*�7|���� � ¬�w*®¯ª ¤�� {t���g�7wy�º»�!|���{t®#w*z7��� � |({t� � {}���!|�{t~uz[�pv4{tw*�¸{t�(|¸wy{�z7 ,����� zR�����R®¯�7��w*���Rz7w*z¹¢�r·9ª7�
n ≥ 2

{t�(|��R{tw º»�!|���{t®#w*z7��� � |({t� � {}���!|�{t~uz zR{t���¡|e��~u�����<|��!|({��»�Rz7� ¬�w*��{}|�®�|e³@� ��� |�wy{ � wy�*r�@{twy�°w*{tzg¨©w*{t�(�R{�w �
(

0 1
0 0

)
·

(
0 0
0 1

)
=

(
0 1
0 0

)

(
0 0
0 1

)
·

(
0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)

� {�z7w*�!��w%«¬7¬>{ � �7�Rz ¤ w*z � �uz7zRw*z²� � �¸º¼��|���{t®#wyzR��� � |({}� � {t���!|({�~�z ¤ w*�Rw*�<|�w#|©£�wy���7w*z �

A = (αij)︸ ︷︷ ︸
∈Mm,n (K)

↔ fA (x1, . . . , xn) =




n∑

j=1

α1jxj , . . . ,

n∑

j=1

αijxj , . . . ,

n∑

j=1

αmjxj





︸ ︷︷ ︸
=: (y1, . . . , ym)

v4��z7z ¤ { � |©�R���± ,~ �t¤ wyzR�Rw � w*����� �

A ·




x1rrr
xn


 =




y1rrr
ym




£�~�¬�w*{
(x1, . . . , xn)

¬�w*®¯{tw*���Rz ¤ �(£�w*{t��w (y1, . . . , ym)
{�z ·7~���� w*{tzRwy�

(n× 1)
¬�w*®¯{�w*���7z ¤ �(£�w*{t��w

(m× 1)� º¼�!|���{t¿�¬�w*�R��z7�Rw � |¸£±{}���´rv4���7wy� � 
± ¥| � �>� � |(w*z ��wy��|(~���w*z ��zR��|��!|�| �u~�z
n � �T�7��w � r

Æ(-#�µÇ^�� ����!��	("¯�
��È¡	 �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�



���������
	��������������	����
	��������������! ���"#	��� �����$%�����
�'&(	�� )!	��'��	���,+
- �

UWV�� Y[ZR\^]`_!a<b
(III.2) c�� ]�� a i�� ]�� i	��
 � f � a<b hlijk� ��������� f \��l]�a � ZR_��

q<r�§�rts v4wyxRzR{}|�{t~uz
(III.2.a) � º¼~uz7~ � �R¶l�>{ � �R¾��(~ � �R¶jzR�7~ � �7zR�²«�7|(~u��~����>�R{t�����R�

� wy{�w*z
V,W K ��� wy��|(~��������7��w@�7zR�²�(w*{ f : V →W � {tzRw*�!�*r^³@�Rz²�Rw#x>zR{twy��wyz £±{}� �
f
º»~�zR~���~����>�7{��(���7�°����~uz7~u��~����>�¹¢

:⇔ f
{�z ��wy��|({��

f
¶j�>{t��~����R�R{t�����R�°�pwy�>{t��~����R�¹¢

:⇔ f
���<����wy��|({��

f
¾��(~u��~����>�R{t�����R��p{��(~u��~����R�¹¢

:⇔ f
¬R{ ��w#��|�{ �

f
¶^zR�7~u��~����>�R{t�����R��pw*zR�7~u��~����R�¹¢

:⇔ V = W

f
«J�<|�~���~����>�7{��(���7�J�p���7|(~u��~����>�¹¢

:⇔ f
{t��~u��~����>���Rz7�²w*zR�7~u��~����R�

q<r�§�r�§ � �!|�®
(III.2.1)

� wy{
f : V→W

�7zR�
K �.� {�z7w*�!�*rv4��z7z ¤ { � | � f {t�(|©¾��(~u��~����>�R{t�����R� ⇒ f−1 {t�(|©¾��(~u��~����>�R{t�����R�¯r

¨©w#£ wy{�� � ¶^�©{���|©� � ���y�¹�R�!� f−1 wy¿�{���|�{twy��|¯�>�7� f ¬R{ �(wy��|�{ ��{���|#r³@�Rz²{t�(|©zR~����²®¯�²®#wy{ ¤ w*z � f−1 {t�(| K �
� {�z7w*�!�*r� wy{�w*z
v1, v2 ∈ V, λ1, λ2 ∈ K

r�vJ��zRz²{t�(|
f
(
f−1 (λ1 · v1 + λ2 · v2)

)
= λ1 · v1 + λ2 · v2 = λ1 · f

(
f−1 (v1)

)
+ λ2 · f

(
f−1 (v2)

)

����� �����
= f

(
λ1 · f

−1 (v1)
)

+ f
(
λ2 · f

−1 (v2)
)

¶^�© ,~ �t¤ |¯�>�7� f {tz���w#��|�{ � {t�(| � ⇒ f−1 (λ1 · v1 + λ2 · v2) = λ1 · f
−1 (v1) + λ2 · f

−1 (v2)¨©w#����z7z¡| � � wy��z �u~�z
f < V

�T¨©{ � � ��~uz
f < V

r
f
{���|{�z ��wy��|({��

⇔
� w#��z

f = {0}
�p«J�7  ¤ �!¬�w���R �¨ � �!|(|4sus�¢�r

q<r�§�r�q � �!|�®
(III.2.2)

� wy{�w*z
V,W K �
� w#��|�~��������R�²� K w*{tz � �����´w#�*r

V
�R�!¬�w¸�R{tw¸¨©���({��

(v1, . . . , vn)
r � w*{

(w1, . . . , wn)w*{tzRw ¤ wy~����7zRwy|(w°·7����{ � {tw¸���R� W
r^v4��zRz ¤ {}¬R|Qw*� ¤ w*z7���ewy{�z7w � {tzRw*�!��w°«°¬R¬>{ � �R�Rz ¤ F : V →W��{t|

F (vi) = wi
 ,ª7�

i = 1, . . . , n
r � w*{}|(wy���R{tz ¤ { � | �

�p{,¢
F (V) = 〈w1, . . . , wn〉

�p{�{¥¢
F
{�z ��wy��|({��

⇔ w1, . . . , wn
�({�z7� � {�z7w*�!�°�RzR�!¬R�R��z ¤ { ¤

¨©w#£ wy{�� �¶^{tzR�7w*�7|({ ¤ ��w*{t| � � w*{tw*z F, F̃ : V →W K �
� {tzRwy���¸��{}| F (vi) = wi = F̃ (vi)
 ¥ª7�

i = 1, . . . , n
r

� wy{
v ∈ V

¬�w � {�w#¬>{ ¤ �<�R��zRz ¤ {t¬7|¸w*� λ1, . . . , λn ∈ K
��{}|

v = λ1 · v1 + . . .+ λn · vn
r�¶^�© ,~ �t¤ | �

F (v) = F

(
n∑

i=1

λi · vi

)
=

n∑

i=1

λi · F (vi) =

n∑

i=1

λi · F̃ (vi) = F̃

(
n∑

i=1

λi · vi

)
= F̃ (v)

« � �(~ � F = F̃
r

��	���&���	LÀ����!	��
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¶j¿�{t�(|(w*z7® � � w*{ v ∈ V
¬´w � {twy¬>{ ¤ ���7��zRz wy¿�{t�(|({�wy��w*z w*{tzR�7w*�7|({ ¤ ¬�w*�(|({���� |�w λ1, . . . , λn ∈ K

��{}|

v =

n∑

i=1

λi · vi

� w#|�®¯w
F (v) :=

n∑

i=1

λi · wi
r
F
{���| � {�z7w*�!� ��z7�����7��w*���RzRwyz¹¢�r ¶j�¸{t�(| vj =

n∑

i=1

δij · vi

�
δij

{t�(|©�R��� � ��~uz7w*����wy��������¬�~ � ¢�r^¶^�± ,~ ��¤ | � F (vj) =
n∑

i=1

δij · wi := wj
 ,ª7�

j = 1, . . . , n
r

«�R�±�Rw#�JvJwyx>z7{t|({t~uz ��~uz
F
{�� ¶j¿�{t�(|(w*z7®¯¬�wy£�w*{t�©�({�w*�¡|©����z � F (v) = 〈w1, . . . , wn〉

r
·<~ �t¤ wy���7z ¤<� {f : Kn → V : f ist Isomorph} ' {geordneteBasenvonV}v4�!¬�w*{�¬´wy®#w*{t���7zRwy|��

'
�#�>�7�����R{tw@«°¬R¬>{ � �R�Rz ¤ w*{tzRw@¨ { ��w#��|�{t~uzg{t�(|¯rQ¶j� ¤ { � | �

f
Ψ
7→ (f (e1) , . . . , f (en))

ϕA

Θ
←� A = (v1, . . . , vn)

£�~�¬�w*{
ϕA

�RwyxRzR{twy��|©{���|¸�R�<�����
ϕA (ei) := vi

r
�@{twy�°z��Rz²w*{tzg~� ¥|±��z ¤ wy£���z7�7|(wy�J�´��{t���g�7� ¨ { �(wy��|�{ ��{}|��!|¸®¯� ®#wy{ ¤ w*z �

f ◦ g =
{t�
⇒ f

�(�7����w#��|�{ � �7zR�
g
{tz��(wy��|�{ �

g ◦ f =
{t�
⇒ g

{�z ��wy��|({��G�Rz7�
f
���7����wy��|({��

¨©w#£ wy{�� � � wy{ A = (v1, . . . , vn)
w*{tzRw@¨ ���({��	�u~�z

V
rL³@�Rz ¤ { � | �

Ψ ◦Θ (A) = Ψ (ϕA) = (ϕA (e1) , . . . , ϕA (en))

����
�
= (v1, . . . , vn) = A⇒ Ψ ◦Θ = id

«zR�Rw#��wy���(w*{t|(� � � w*{ f : Kn → V
¾B��~���~����>�7{��(���7�#r�³@�Rz ¤ { � | �

[Θ ◦ ψ (f)] (ei) = ϕΨ(f) (ei)

�	��
��
= (Ψ (f))i = f (ei)

 ,ª<�
i = 1, . . . , n

r ³@����� � �!|(®
(III.2.2)

 ,~ �t¤ | � Θ ◦Ψ (f) = f ⇒ Θ ◦Ψ = id
r�« � ��~e�7��zR�Rw � |w*�¸�({����g¬´wy{

Θ
�7zR�

Ψ
�R� ¾��(~u��~����R{t����w*z´r

q<r�§�r�� � �!|�®
(III.2.3) � vJ{���w*z7��{t~uzR ¥~�����w � � �@���7�7|��(��|(® ¢

v4{t��w*zR�({�~�zR�( ,~�����w �  ,ª7� � {�z7w*�!��w@« �t¤ w#¬R��� �
�7{��

(V) =
�R{t�

(
� wy��z

(f)) +
�7{��

(
¨ { � � (f))

¦ �<�¶j��{tzRz7wy���Rz ¤7�
� w#��z

(f) = {v ∈ V : f (v) = 0}

¨ { � � (f) = {w ∈ V : ∃v ∈ V : w = f (v)}

� ~���¬�w*��wy�����Rz ¤7� f : V 'W
�p¾B��~u��~����>�7{��(���R��¢

⇒
�7{��

(V) =
�R{t�

(W)
r

¨©w#£ wy{�� � � wy{�w*z v1, . . . , vn
w*{tzRw@¨©���({�� ��~uz

V ⇒ f (v1) , . . . , f (vn)
¬>{ � �7w*z wy{�z7w@¨©����{t� ��~uz W

r
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¨©w#£ wy{�� ��~uz �@���<�R|(���!|�®
(III.2.3) �·9ª7�

f ¤ { � | � � wy��z (f) < V
�>£���� � w wy{�z � ~u�e� � w*��w*z¡| U

®¯� � w#��z
(f)

rQv4��z7z �

V =
� wy��z

(f)⊕U

f
→ W

u1︸︷︷︸� wy��z
(f)

+ u2︸︷︷︸
U

7→ f (u1 + u2) = f (u1)︸ ︷︷ ︸
= 0

+ f (u2) = f (u2)

«zR��wy�����7z ¤7� � ⊕�¸{���|9�R{tw��R{}��wy��|(w � �R����w � U1⊕U2 = V ⇔ U1+U2 = V
�Rz7�

U1∩U2 = {0}
r

v4���7wy� � f (V) = f (U)
�¹z��7zg¬�wy|(�������¡|�w*z²£±{}�

f |
U

: U→ f (U) = f (V)
r

¨©wy�R���7�7|��7z ¤7� f |
U
→ f (V)

{t�(|±wy{�zg¾B�(~u��~����R�R{t�����R�#r
� � w*{tzRw*z ¾��(~u��~����>�R{t�����R��®¯� ®#w*{ ¤ wyzg��ª7����wyz�£±{}�°zR�����¡£�w*{t��w*z �

f |
U

{t�(| � {tzRwy����� � � �!�*�R�R� f � {tzRw*�!�¯¢
f |

U

{t�(|©���<����wy��|({�� ��¨ wy£�w*{t�©��{tw*�7w@~�¬�w*z¹¢
f |

U

{t�(|©{�z ��wy��|({��
«zR��wy�����7z ¤7� g � {tzRw*�!�*�R{�z ��wy��|({�� ⇔ � wy��z

(g) = {0}¶^�@{t�(| � wy��z
(f |

U
) = {u ∈ U : f (u) = 0} = U ∩

� wy��z
(f) = {0}

�9£�w*{ � U
� ~u�e� � w*��w*z¡| ��~uz

� wy��z
(f) � ���<| � ~������7���(wy|�®¯�Rz ¤ r

v4�!�����7� ¥~ �t¤ | � �R{t� (V) =
�R{t�

(
� wy��z

(f)) +
�R{t�

(U)
(∗)
=

�R{t�
(
� wy��z

(f)) +
�7{��

(
¨©{ � � (f))¦ �

(∗)
��{tw*�Rw � ~���¬�w*��wy�����7z ¤ r¦ �<�¶j��{tzRz7wy���Rz ¤7� � ¤ (f)︸ ︷︷ ︸

Rang

=
�7{��

(f (V)) =
�7{��

(
¨©{ � � (f))

v4{tw@v4{t��w*zR�({�~�zR�( ,~�����w �  ,ª7��R{tw*�(w*zg·<� �t�T� ���7|(wy| �
� ¤ (f) =

�7{��
(V)−

�R{t�
(
� w#��z

(f))

q<r�§�r�� � �!|�®
(III.2.4) �

� wy{�z7w*z
V,W K ��� wy��|(~��������7��wg�Rz7� �7{��

(V) =
�7{��

(W)
�
f : V → W

��w*{ w*{�z7w*z � {�z7w*�!��w«°¬R¬>{ � �R�Rz ¤ r^v4��zRz²�({�z7�²� ���7{���� � w*z¡| �
�p{,¢

f
{���|¸{t��~u��~����>�

�p{�{¥¢
f
{�z ��wy��|({��

��{t{�{¥¢
f
���7����wy��|({��

��	���&���	LÀ����!	��
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¨©w#£ wy{��(w �
(i)⇒ (ii) � � � ����� � {tw*�Rw@vJwyx>z7{t|({t~uzg¾B��~���~����R�R{t�����7��¢
(ii)⇒ (iii) � f {�z ��wy��|({�� ⇒ � wy��z

(f) = {0}
r

³@����� � �!|�®
(III.2.3)

 ¥~ �t¤ | � �R{t�
(f (V)) =

�R{t�
(V)

(∗)
=

�R{t�
(W)

«zR��wy�����7z ¤<� (∗)
zR�����

� ~������R���(wy|(®#�7z ¤ r « � �(~ � f (V) < W
� �R{t�

(f (V)) =
�R{t�

(W) ⇒ f (V) = W
��vJwy� � wy|(®�|�w� ��� � �7� ¤ w*�¡|±®¯�7��ªR��� ���7 j�7{�w@¨ ����{t��wy� ¤ ��zR®¯�Rz ¤ ¢

(iii)⇒ (i) � ³@����� � ~������7����w#|�®¯�Rz ¤7� f (V) = W
r

³@����� �Rwy�vJ{���w*z7��{t~uzR�( ,~�����w ��� � ¤ (f) =
�R{t�

(
¨©{ � � (f)) =

�R{t�
(W)

(∗)
=

�R{t�
(V)«zR��wy�����7z ¤7� (∗)

z7����� � ~������7����w#|�®¯�Rz ¤ r ⇒ �R{t�
(
� wy��z

(f)) = 0 ⇒
� wy��z

(f) = {0} ⇒ f
{���|

{tz���wy��|({ �
⇒ f

{t�(| ¬>{ ��wy��|({��¹r
v4w#� � ��� � �<� f

{���|4{tz���w#��|�{ �
⇒ f

{t�(|¬>{ ��wy��|({�� {t�(|4{�� « ���t¤ wy��wy{�z7w*z² ,� � �(���´r�v4w#� � ��� � �7� {t�(|� ��� wy���7{�z ¤ � {�z²®�£�w*{T·9� �t� w*z���{����¡|�{ ¤7�
�p{,¢

f � {tzRw*�!�*� f : V→W
£�~�¬�w*{

V,W K ��� wy��|(~��������7��w@�({�z7�g�Rz7�²�R{t� (V) =
�R{t�

(W)
�p{�{¥¢ � w*{tw*z

V,W
w*zR� � {t���7w�º¼w*z ¤ w*z � f : V →W

�7zR�
|V| = |W|

� � �!���R{tzR� � {t|(�!|9�Rwy�lº¼w*z ¤ w*z{t�(| ¤u� w*{t���¹¢

q<r�§�r�� � �!|�®
(III.2.5)

·9ª7�w*z7� � {����²�R{t��wyzR��{t~uz7{�w#��|�w � wy��|(~��������R��w V,W
��{tzR�g ,~ ��¤ w*zR�7w@«J�7���(� ¤ w*zg�����R{ ��� � wyz¡| �

�p{,¢
V 'W

�
V
�7zR�

W
�({�z7�g{t��~u��~����>�>¢

�p{�{¥¢ �7{��
(V) =

�7{��
(W)

¨©w#£ wy{��(w �
(i)⇒ (ii) � � {tw*�7w � ~���¬�w*��wy�����Rz ¤
(ii) ⇒ (i) � � w*{�wyz v1, . . . , vn

w*{�z7w�¨©����{t� �u~�z
V
�7zR�

w1, . . . , wn
w*{tzRw�¨©���({�� ��~uz

W
r²³@�����

� �!|(®
(III.2.1)

wy¿�{t�(|({�w#��|¸w*{tzRw � {tzRw*�!��w@«°¬R¬R{ � �R�7z ¤ f : V→W
��{}|

f (vi) = wi
r

¦ �<�¶j��{tzRz7wy���Rz ¤7� f (
∑
λi · vi) =

∑
λi · f (vi) =

∑
λi · wi

r
f : V→W

{t�(| � {�z7w*�!�*� f (V) = (f (v1) , . . . , f (vn)) = (w1, . . . , wn) = W
r�« � ��~ � f {���|9���<����wy��|({ �¹r³@����� � �!|(®

(III.2.4)
 ,~ �t¤ | � f {t�(|©{��(~u��~����>�´r

q<r�§�r�� � � �����({tx7���!|�{t~uz�{�zg�7wy�º¼��|(�Rwy���!|({t�
¦ �<� � |����7��|(�7� ¤ w*� ����|©{�����wy�¸wy{�zg¾B�(~u��~����R�R{t�����R�°�p�(|����7��|(�7����wy��|���� ¤u� {t���Rw�«¬7¬>{ � �7�Rz ¤ ¢� � ���(��{}xR���!|({�~�z �
�p{,¢ � {t�(|(w �u~�zg�>���!��£�w*{��(w%zR{t���¡|°{��(~u��~����>�Rwyz � |(���<��|��<��w*z»�p®#�7� ¨ w*{����>{tw � 	 ���7�7��w*z~��7wy�

K ��� wy��|(~��������R��w�¢
�p{�{¥¢ ¨ wy£�w*{t�#�7�R�!� �(w*�Rw � |(���<��|��<�;�p�Rz¡|(wy�J¨©wy|��������¡|(�Rz ¤7� ®¯�R� ¨©w*{t�(�R{�w � 	 ���<�R��w*z²~��Rw#�

K ��� wy��|(~��������7��w!¢L{t��~���~����>��®#�²wy{�z7wy� � |����7��|(�7�J���R l�Rwy� � {���|�w@{t�(|¯r
¨©wy{����>{tw ��� � |����<��|��<��w*z²��{tzR� K ��� wy��|(~��������7��w��7£�~�¬�w*{ K

 ,wy�(|¸{t�(|¯r�¾B��~���~����R�R{t����w*ze��{tzR�
K �.� {�z7w*�!��w�¨ { ��w#��|�{t~uz7w*z´r^v4{tw � {t�(|(w�¬´wy�(|(w*�¡|¸���R� {{0} ,K1,K2, . . . ,Kn, . . .

}
n∈N0¨©w#£ wy{�� �

�p{,¢�{t�(| � � �!�
�p{�{¥¢ �7{��

(V) = n
�
V ' Kn

Æ.Á����l� �¸	�� �����#� � � �¯���©	(�� ���� � ��� � � �¯�
������	 �
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q<r�§�r�� ·7�!��|(~��������7��w
� {}|(�R�!|�{t~uz � U < V

r � {}�J��~uz7�(|����R{twy��wyz
V/U

�p·<����|(~��������R��¢ � ���R��{t����� V ��~<�7� � ~ U
��~<�7wy�

�
V
z7�����

U
�

«zR� � ~ ¤ {tw � n · Z ⊆ Z � ¬�w*®¯ª ¤�� {t��� �7wy��«¸�R�7{t|({t~uz � z¡|�w#� ¤ ���<�R��wur � ~�zR�(|����<��|�{t~uz ��~uz
Z/nZ��{t|�|(w � ���Rw#� � ���R{ ��� � w*z7®¯��w � �!|({�~�z a ≡ b mod n⇔ n |a− b ⇔ a− b ∈ n · Z

r
¶^� ¤ { � | � Z/nZ = {[a] : a ∈ Z}

�>£�~�¬�w*{
[a] + a

� � � � ���7{���� � w*zR®�� � ���(��w*zg¬�w*®¯w*{t���Rz7wy|¸£�wy���7w*z´r
�@{twy�g ,ª<�²·<����|(~��������R��w � a ∼

U
b :⇔ a − b ∈ U

��vJ{�w � ���R{ ��� � wyzR®���w � ��|({t~uzG£¸{t��� �R�<�����
U{tzR�R�7®#{twy��|�¢

q<r�§�r�� � �!|�®
(III.2.6)

¨©wy�R���7�7|��7z ¤7� ∼
U

{t�(|©w*{�z7w � ���R{ ��� � wyzR®���w � ��|({t~uz
¨©w#£ wy{�� �
�@{twy� � u ∼

U
v + u ∼ v

� {}�°��ª7����wyz z��Rz² ¥~ �t¤ w*z7�Rw@¶^{ ¤ wyzR�����R�� ¥|(w*zgzR�����¡£�w*{t��w �
�p{,¢ � w��Rwy¿�{���{}|(��|
�p{�{¥¢ � ������w#|(��{tw
��{t{�{¥¢ ������zR�({t|({���{}|(��|
¦ �

(i) � u ∼ u
�J�RwyzRz

u − u = 0 ∈ U
�
0
{t�(|²wyz¡|��7� � |(w*z {�z �(w*�Rw*� � z¡|�wy�������R� � ��{tw*�Rw¶^{ ¤ wyzR�����R�� ¥|(w*z ��~uz � z¡|(wy�������7��wyz¹¢

¦ �
(ii) � � w*{ u ∼ v r ¦ � ®¯w*{ ¤ w*z � v ∼ u

u ∼ v ⇒ u− v ∈ U⇒ (−1) · u− (−1) · v ∈ U⇒ v − u ∈ U⇒ v ∼ u¦ �
(iii) � � w*{ u ∼ v �Rz7� v ∼ w

r ¦ �²®¯w*{ ¤ w*z � u ∼ w
u ∼ v

�
v ∼ w ⇒ u− v, v − w ∈ U⇒ u− w = (u− v) + (v − w) ∈ U⇒ u− w ∈ U

q<r�§�rts�� vJwyx>z7{t|({�~�z
(III.2.b) �

� {}�°�RwyxRzR{twy��w*z � V/U = � � ���7{���� � w*zR®�� � ���(��w ��~uz
∼
U
�

¨©w#��w*���7z��Rz ¤ �7wy� � ���R{ ��� � wyzR®�� � �����(w �
[v] = {w ∈ V : w − v ∈ U}

= {w ∈ V : ∃u ∈ U : w − v = u}

= {w ∈ V : ∃u ∈ U : w = v + u} =: v + U

� ¦ �7�J¶j��{�z7zRwy���7z ¤<� k = k + n · Z
¢
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q<r�§�rtsus � w#��|�~��������R���(|����<��|��<� ��~uz
V/U

V/U = {v + U : v ∈ V} = {v + u|u ∈ U}
«°¿�{�~���w �
�p{,¢

v + U = v′ + U ⇔ v − v′ ∈ U

�p{�{¥¢
(v + U) + (v′ + U) := (v + v′) + U

��{t{�{¥¢
α · (v + U) := α · v + U

�p{��7¢
0V/U

:= 0 + U

� �7¢
− (v + U) = (−v) + U

«¸�7�R{}|�{t~uz � � wy{�w*z k1, k2

� ���R{ ��� � w*z7®¯� � �����(w*z´r
� ��� � w k1 = [v1]

�
k2 = [v2]

�Rz7�²��wy|(®¯w
k3 := [v1 + v2]

r
� ��� � �!��w%º»� � |({}� � {t���!|({�~�z � � w*{ α ∈ K

�RzR�
k1
��w*{ � ���R{ ��� � wyzR®�� � �����(w � α · k1 = k2

r
� ��� � w k1 = [v1]

�RzR�²�(wy|(®#w
k2 := [α · v1]

r
� �7��®# ,���(���Rz ¤ �Rwy� � w#��|�~��������R���!¿�{�~���w � V/U = {v + U : v ∈ V}

r ¦ �²®#wy{ ¤ w*z �
(v + U) + (v′ + U′) = (v + v′) + U

α · (v + U) = α · v + U

�Q��~�¬ � w*� � � ~u� � �Rw#x>zR{twy��|(�Rwy{t|%�7wy� � wy����z�ª7�> ¥�Rz ¤ w*z ®¯w*{ ¤ w*z��Q�R�!�¼�7w*{t��| � � z7�!¬>�R��z ¤ { ¤ ��w*{t|�Rw#�J«�R��£���� � r
�@{twy�°� � �¸¨ w*{t�(�>{tw � �R{tw@«¸�R�7{t|({t~uz´�R�R{tw@�(��� � ����w º¼� � |({t� � {}���!|�{t~uz�{t�(|¸��z7� � ~ ¤ ®¯�²®¯w*{ ¤ w*z �� wy{

k1 = [v1] = [v′1]
�
k2 = [v2] = [v′2]

r ¦ �²®¯w*{ ¤ w*z � v1 + v2 ∼
U
v′1 + v′2

r
¶^� ¤ { � | � (v1 + v2)− (v′1 + v′2) = (v1 − v

′

1) + (v2 − v
′

2) ∈ U
�7£ wy{ � (vi − v

′

i) ∈ U
z7����� � ~������7���(wy| �®¯�Rz ¤ r

q<r�§�rts�§ � ��|(®
(III.2.7)

�p{,¢
V/U

{���|
K �
� wy��|�~��������R�²� π : V→ V/U, v 7→ v + U

{t�(|©¶j�R{���~����>�R{t�����R�L��{t|
� w#��z

(π) = U

�p{�{¥¢ ¾B��|¸�R{t�
(V) <∞

�>�(~e���7���
V/U <∞

�7zR�gw*� ¤ { � | � �R{t� (V/U) =
�R{t�

(V) −
�7{��

(U)

¨©w#£ wy{��¸w#|.£����±���>�!|(wy�*r
¦ �7wy����|±w*{tzRw ¤ wy~u��wy|���{��(���Rw � wy����z7�����7��� � {t�����7z ¤7� � w*{ V = R2 � U = R · (1, 1)

� = R2

�

x

y

�������'���! ���"±��,+ � ���^��� �p�
	����' ���" � �¯�
V
 ����

U

Æ.Á����l� �¸	�� �����#� � � �¯���©	(�� ���� � ��� � � �¯�
������	 �
���
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³@�Rz ¤ { � | �
V/U =

{
v + R · (1, 1) : v ∈ R2

}
= {Geradenparallel zuy = x}� wy{

h = (0, c) + U
�7zR�

g = (0, b) + U
�>�R��z7z ¤ { � |  ,ª7� g + h �

g + h = ((0, c) + U) + ((0, b) + U) = [(0, c) + (0, b)] + U = (0, b+ c) + U

c

b

g + h

g

h

b+ c
�

�
�����������! ���"±��,+ � �

g � h
 ����

g + h

·9ª7��7{�w@����� � �!��w%º¼� � |�{}� � {t���!|({�~�z ¤ { � | �
α · g = α · (0, b) + U = (0, α · b) + U

³@�Rz ¤ { � | �
V/U ' R1

(0, b) + U ←� b

v4{tw@«°¬R¬>{ � �R�Rz ¤ {t�(| � {tzRw*�!�����({�wy�Rw�~�¬´wyz � «©�R�R{}|({�~�z²�RzR�²����� � �!��w@º¼� � |({t� � {}���!|�{t~uz>¢«zR� � ~ ¤  ,ª<� R3 r V = R3 � U = R3 · (1, 0, 0) + R · (1, 1, 1)

1

x

y

z

�������'���! ���"±��,+ � ���^��� �p�
	����' ���" � �¯�
V
 ����

U

¾Bz²�R{tw*��wy� ·7� �t��� V/U = {P + R · (1, 0, 0) + R · (1, 1, 1)}
��« ��� w��>�!��� �t� w � w*z ¶j¬�w*zRwyz¹¢�rQ¶^� ¤ { � | �

V/U ' R1

(0, 0, z) + U ←� z

��	���&���	LÀ����!	��
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)*	(���
	���,+pÁ¯Á ������	(�¯��	�����"¯	(���.��´+����¯�
�'	��� ���"

¨©w#£ wy{�� � V/U
{t�(|©�!¬´w � �(���Rw 	 ���<�R��w%�Rz7� � wy��|(~��������7� �¦ �

(i) �
«���(~u®¯{��!|({���{}|(��|© ,~ �t¤ |©���R�±�Rw#�J«���(~u®¯{��!|({���{}|(��|	�u~�z

V

� ~u�����7|(��|({ ��{t|(�!|  ¥~ �t¤ |¸���7�±�Rwy� � ~u�����<|��!|({���{}|��!| �u~�z
V

vJ���±³@� �t� w � w*��w*z¡| � [0] ∈ U

vJ���±¾�z ��wy���(w%¶ � w*��w*z¡| � − (v + U) = (−v) + U

vJ{�w@«°¿�{t~u��w�zR�����<��w*���7zRw*z��¹£�~�¬�w*{T� �t� w 
¸��wy���!|({�~�zRw*zg���7 
V
®¯�7��ª7��� ¤ wy ,ªR�<��|°£ w#���Rw*z

⇒ V/U
{t�(|

K ��� wy��|(~��������7�¨©w#£ wy{��¸�7wy� � {tzRwy����{t|(�!| �
π
{���|¸���<����wy��|({ � �p��{tw*�Rw@vJwyx>z7{t|({t~uz ��~uz

π
¢

π (v + v′) = (v + v′) + U

Def

= (v + U) + (v′ + U) = π (v) + π (v′)

(α · v) = α · v + U

Def

= α · (v + U) = α · π (v)

¶^� ¤ { � | � � wy��z
(π) = {v : v + U = [0]} ⇔ {v : v ∼ 0}

(∗)
= U«zR��wy�����7z ¤ ®¯� (∗) � 	 � wy{����7�Rw*{}|¸ ¥~ �t¤ |¸���7�±�Rw*z²¶j{ ¤ w*zR�(���R�� ¥|(w*zg�7wy� � ���R{ ��� � w*z7®¯��w � �!|({�~�z´r

� w*�7wy� � wy��z²{t�(| � z¡|(wy����wy��|�~��������R� w*{�z7wy� � {�z7w*�!��w*zg«°¬R¬R{ � �R�7z ¤ r

V/U
{t�(|

K ��� wy��|(~��������R�²r�
v + U

��£±{}���²� � �Q��³@wy¬�w*z � � ~<�7wy�L� � w*�(|�� � ���(��w ��~uz
v
��~<�7� � ~ U

� ¬´wy®#w*{t���7zRwy|¯r
¦ �<�¶j��{tzRz7wy���Rz ¤7�  ¥ª7� Z/nZ � k + n · Z � � wy�(|�� � �����(w �u~�z

k
��~��R� � ~ nZ

r
π : V → V/U, v 7→ v + U = [v]

r
π
{t�(|©�Rwy��R�!����~�zR{t�����7w@¶j�>{t��~����R�R{t�����R�#� � wy��z

(π) = U
r

¦ �
(ii) � �R{t� (V/U) =

�R{t�
(V)−

�R{t�
(U)

V = U⊗U′
�p��{t|�|(w � ��¨©���({��(wy� ¤ ��z7®#�7z ¤ ¢�r V = U⊗U′ π

→ V/U
£ ~�¬�w*{

π
�(�7���(wy��|�{ ��{���|#r

π (u+ u′) = π (u)︸ ︷︷ ︸
(∗)

+ π (u′) = π (u′)
r�«zR��wy�����7z ¤ ®¯� (∗) � π (u) = 0

�7�R� � wy��z
(π) = U

r

·<~ �t¤ wy���7z ¤<� π|
U′ : U′ → V/U

{t�(|¸�(�7���(wy��|�{ �¹r
¨©wy�R���7�7|��7z ¤7� π|

U′

{���|¸{tz���w#��|�{ �¹r
¨©w#£ wy{�� � � wy��z (π|

U′) = U′ ∩
� wy��z

(π) = U′ ∩U = {0}s�¢ � ~���{}| � π {���|�¾B��~���~����R�R{t�����7�
U′ ' V/U ⇒

�7{��
(U′) =

�7{��
(V/U)

�9�7�
V = U ⊗U′ ⇒�R{t�

(U′) =
�7{��

(V)−
�R{t�

(U)
r�¶^�¸ ¥~ �t¤ | � �R{t� (V/U) =

�7{��
(V) −

�7{��
(U)

r
§u¢�« �t� w � ~���� � wy��wyz¡|�wJ®#� U

��{tzR�g{t��~���~����R��®¯�
V/U
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q<r�§�rts!q � ��|(®
(III.2.8) � �@~u��~���~����>�7{�wy���!|�®

	 w ¤ wy¬�w*z V,W
�(w*{tzRw*z

K ��� wy��|(~��������7��wu� f : V →W
{t�(|

K �
� {�z7w*�!�*�R�7��zRz ¤ { � | �
V/ ������� (f) '

¨©{ � � (f)
¨©w#£ wy{�� � � {tw@wy���7� � |¸����zgw*{tzRw@«°¬R¬R{ � �R�7z ¤ ��~uz

V/ ������� (f) →
¨ { � � (f)

�

V
f

// W

� wy��z
(f)

OO

¨©{ � � (f)

OO

¾B�Rw*w% ,ª<��R{tw � ~�zR�(|����<��|�{t~uz ��~uz
f
rQ¶^�±{t�(|

f (v) = f (w) ⇔ f (v − w) = 0 ⇔ v − w ∈
� wy��z

(f) ⇔ v ∼�������
(f)

w

⇔ [v] = [w] ⇔ v +
� wy��z

(f) = w +
� w#��z

(f)¾B�Rw*w �

V
f

//

π

��9
99

99
99

99
99

99
9

≡

W

V/ ������� (f)

f

BB�
�

�
�

�
�

�
�

�������'���! ���"±��,+�Â*� ��� � �� !�.���
� �#	 � �l�
	���	 � �
«zR��wy�����7z ¤ ®¯�R� �u~������7|(�!|�{ ��w*z v��w*{tw*��� � �Rw#� � w ¤ �(�>{tw � | ��w*{tzRw � ~ �t� w � f ◦ π = f¨©wy�R���7�7|��7z ¤7� f {���| K �.� {tzRw*�!� �·9ª7��7{�w@«¸�7�R{}|�{t~uz ¤ { � | �
f ((v +

� wy��z
(f)) + (v′ +

� wy��z
(f))) = f ((v + v′) +

� wy��z
(f)) = f (v + v′)

= f (v) + f (v′) = f (v +
� w#��z

(f)) + f (v′ +
� wy��z

(f))
·9ª7��7{�w@����� � �!��w%º¼� � |�{}� � {t���!|({�~�z ¤ { � | �

f (α · (v +
� wy��z

(f))) = f (α · v +
� wy��z

(f)) = f (α · v) = α · f (v) = α · f (v +
� wy��z

(f))
� ���±{���|¸z��Rz � w#��z (

f
) ¬�w*®¯{�w*���7z ¤ �(£�w*{t��w�¨ { � � (f) �� wy��z (

f
) �

� w#��z (
f
)

=
{
f (v +

� wy��z
(f)) : f (v) = 0 = f (v)

}
=
{
f (v +

� wy��z
(f)) : v ∈

� w#��z
(f)
}

= 0

� {�w ¤ |©{tz V/ �����	� (f)
r�« � �(~;{t�(| f {tz��(wy��|�{ �¹r¨©{ � � (f) � ¨©{ � � (f) =
{
f (v +

� wy��z
(f)) : v ∈ V

}
= {f (v) : v ∈ V} =

¨ { � � (f)·<��®¯{}| � f : V/ ������� (f) '
¨©{ � � (f)«z¡£ wyzR�R�7z ¤<� v4{t��w*zR�({�~�zR�� ¥~�����w �  ¥ª7� � {tzRwy����w@«¬7¬>{ � �7�Rz ¤ w*z´r

� �!���R� �
�R{t�

(
¨©{ � � (f)) =

�R{t� (
V/ ������� (f)

)
=
�R{t�

(V)−
�R{t�

(
� wy��z

(f))

⇒
�R{t�

(
� w#��z

(f)) +
�R{t�

(
¨©{ � � (f)) =

�R{t�
(V)

��	���&���	LÀ����!	��
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UWV�U Y[ZR\^]`_!a<b
(III.3) c � Z i n�� � i�� ZR_ f ] ��a i hlijk b�] i a�Z f a f��gmlm ]�b kjhli nµa i

q<r�q<rts ���7w*~���{�w@�7wy� � ��z ¤ ¬�w*�(|({������Rz ¤
¦ �<�¶j��{tzRz7wy���Rz ¤7� � ¤ (f) :=

�7{��
(
¨©{ � � (f)) =

�7{��
(f (V))

�
f : V→W � {�z7w*�!�*r·9ª7�

A ∈Mm,n (K)
�
fA : Kn → Km � x 7→ A · x ¤ { � | � � ¤ (A) :=

� ¤ (fA)
r

¾Bz²�Rwy� � wy|(®¯|(w*z � ~�� � w*���7z ¤ �7��¬�w*zg£¸{t�°¬�wy��w*{}|(� ¤ wy®#w*{ ¤ | �
¨©{ � � (fA) = 〈

� �>� � |�wyz �uwy��|(~���w*z ��~uz
A〉

«�R�
� ¤ (A) :=

� ¤ (fA)¨ { � � (fA) = 〈
� �>� � |�w*z ��wy��|(~���wyz ��~uz

A〉

}
⇒

� ¤ (A) = # � {�z7w*�!�[�7zR�!¬Tr � �>� � |�w*z �¹r
	 ���7zR� �

A =



↑ ↑ ↑
v1 v2 · · · vn

↓ ↓ ↓


 , A · x =

n∑

i=1

xi · vi

	 ���7zR� � � ¤ w*z²�7wy�°�R���!��|({��(���Rwyz²¨©wy��wy���Rz��7z ¤7�
U

h
→ V

f
→W

g
→ Z

� {tzR�
h, g

¾B�(~u��~����R�R{t����w*z�����~ ¤ { � | � � ¤ (g ◦ f ◦ h) =
� ¤ (f)·9ª7��7w*z²�(��w*®¯{�w ��� w*z�·7� �t� �Rwy�°º¼�!|���{�®¯w*z ¤ { � | �

Kn
fB

→̃ Kn
fA

→̃ Km
fC

→̃ Km, fC ◦ fA ◦ fB = fC·A·B

«°¬>��zR�7wy���Rz ¤ �u~�z
A
�7�7����� �R{tw%º¼��|���{t®#wyz

C,B
�µ�R{tw �7{�w@¶j{ ¤ w*zR�(���R�� ¥|(w*z²�7��¬�w*z��¹�R�!� fB, fC¾B��~���~����>�7{��(��w*z���{tzR�´r

q<r�q<r�§ v4wyxRzR{}|�{t~uz
(III.3.a) � « ���t¤ w*��w*{tzRw � {�z7w*�!��w 	 ���7�7�´w 	

� (n,K)

	
� (n,K)

{t�(|��R{tw � ���t¤ wy��wy{�z7w � {tzRw*�!��w 	 ���7�7�´w �u~�z
n × n � º¼�!|(��{t®¯w*z ª<¬´w#�

K
�p«�R�g�7w*�

¶^z ¤u� {��(���Rwyz �u~�ze� ¤ wyzRwy��� �´� {tzRw*�!� ¤ ��~u�7�¡��¢�rv4w#x>zR{}|({�~�z �
	
� (n,K) = {A ∈Mn,n (K) = Mn (K) : fA

{t�(|²¾B��~���~����7{��(���R�
}

¦ �<�¶j��{tzRz7wy���Rz ¤7� �7{�� (V) =
�R{t�

(W)
�
f : V →W

r
·<~ �t¤ w*z7�Rw�«�R�(��� ¤ w*z²�({�z7�g�����R{ ��� � w*z¡| �
�p{,¢

f
{���|¸w*{tzg¾B��~���~����>�7{��(���7�

�p{�{¥¢
f
{���|¸{tz���wy��|({ �

��{t{�{¥¢
f
{���|¸���<����wy��|({ �

� ��w*®¯{tw ���  ,ª<� V = W � f : V → V
{t�(|©w*{tzg¶^z7�R~u��~����>�7{��(���R�

�p¶^{tz²¶^zR�7~u��~����>�R{t�����R�L{t�(|¸¾B�(~u��~����R�R{t�����R�#��£�w*z7z
f
{�z ��wy��|({�� ~��Rwy�°�(�7����w#��|�{ � � 	 ���Rz7� {���|

�R{tw@v4{t��w*zR�({�~�zR�( ,~�����w � ¢�¢

��	���&���	LÀ����!	��
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)*	(���
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�'	��� ���"

«z¡£ wyzR�R�7z ¤<� 	 w ¤ wy¬�w*z���w*{´w*{tzRw ���R���<���!|�{t�����7w�º¼�!|���{t¿
A �

A : Mn,n (K) = Mn (K) , fA : Kn → Kn

fA
{��(~u��~����R�

⇔ fA
���<����wy��|({��

⇔
�R{t�

(
¨©{ � � (fA)) = n�p¾�z²��z7�Rwy��w#�4�´wy����{�z7~ � ~ ¤ {�w � fA

{t��~u��~����>�
⇔
� ¤ (A) = n

¢
v4����{}|

A ∈ GL (n,K)⇔
� ¤ (A) = n

�
⇔
�R{tw � �R� � |(w*z �uw#��|�~���w*z ��{tzR� � {tzRw*�!�°�Rz7�!¬>�R��z ¤ { ¤ ¢

� w*{}|�wy� �
fA

¾B��~���~����R{t�����R�
⇔ ∃g : Kn → Kn : fA ◦ g =

{��
= g ◦ fA (

� �e�uw*�<���!¬R¬R{ � �R�7z ¤ )
⇔ ∃B ∈Mn (K) : fA ◦ fB =

{��
= fB ◦ fA

(∗)
⇔ ∃B ∈Mn (K) : fA ◦ fB = fE = fB ◦ fA

(#)
⇔ ∃B ∈Mn (K) : fA·B = fE = fB·A

(+)
⇔ ∃B ∈Mn (K) : A · B = E = B · A

«zR��wy�����7z ¤ wyz �
¦ �

(∗) � � w � ���Rw@º¼�!|(��{}¿�¬´wy�����<��w*{}¬R|±�7{�w@¾B�Rwyz¡|�{}|��!| �
« �t��¤ w*��w*{�z ¤ { � | � {��

: Kn → Kn : x 7→ x·9ª<��R{tw@º»�!|���{t®#w*z7��� � |({t� � {}���!|�{t~uz �
{t�

= fE
��{t|

E =




1
�

1 r r r
�

1




E
£±{}��� � � � n × n � ¶j{�z7�Rw*{}|(�����!|(��{}¿ ¬�w*®¯w*{t���Rz7wy|¯r�« �t� w �l~u�({t|({t~uzRwyz[���R L�7wy� �@���7�R|(�R{t� �

¤ ~uz7� � w*zg�({�z7� 1
�7� ��� w@��zR�Rw#��w*z 0

rQ¶j� ¤ { � | �

E · x =

n∑

j=1

xj · ej = x

¦ �
(#) � ¶^� ¤ { � | � fA ◦ fB = fA·B

�p��{tw*�7w
(III.1.6)

¢
¦ �

(+) � �@~�� K (Kn,Km) = Mm,n (K)

v4����{}|@� ¦ �R�(������w*z7 ,�����(�Rz ¤ ¢ �
	
� (n,K) = {A ∈Mn (K) : fA isomorph}

= {A ∈Mn (K) :
� ¤ (A) = n}

= {A ∈Mn (K) : ∃B ∈Mn (K) : A ·B = E = B · A}

� w*{ � A · B = E = B ·A ¤ { � | � GL (n,K) = {invertierbaren× n−Matrizen}¶^{tzRw@«zR��wy�����Rz ¤ ®#�<�J�´wy����{tzR~ � ~ ¤ {�w �
A ∈Mn (K)

��w ¤ � � �!� :⇔ A ∈
	
� (n,K)

A ∈Mn (K)
{t����w ¤ � � �!� :⇔ A /∈

	
� (n,K)

⇔
� ¤ (A) < n⇔ A

{t�(|©zR{t���¡|±{tz �uw#��|�{twy��¬R�!�

Æ � ��������" ���¯��$%���
����&�	(�J ����J������Ãµ�����<Ã �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�
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q<r�q<r�q � �!|�®
(III.3.3) � 	 � (n,K)

{���| 	 ���<�R��w@¬´wy®#ª ¤u� {���� �Rwy�º»�!|���{t®#w*z7��� � |({t� � {}���!|�{t~uz
¨©w#£ wy{�� �sur 	 � (n,K)

{t�(|©��¬ ¤ w*�(��� � ~u�(��w*z�¬´wy®#ª ¤u� {���� �Rwy�º¼�!|(��{t®¯w*zR��� � |�{}� � {t���!|({�~�z� wy{�w*z
A, A′ ∈

	
� (n,K)⇒ fA·A′ = fA ◦ fA′ =

� ~u�e��~u�({t|({t~uz � {tzRwy����wy�°¾B��~u��~����>�7{��(��wyz
� {}�©£±{t���(w*z � � ~u�e��~u�({t|({�~�z � {�z7w*�!��wy�©¾��(~u��~����>�R{t����w*z {t�(|L£±{tw*�Rwy� w*{tz � {tzRw*�!��w#�¸¾B��~���~����>�7{�� ����7�

⇒ A · A′ ∈
	
� (n,K)

r
§�rQ«J�(��~u®¯{t��|({ ��{t|(�!| � ¶j�� ,ª ��� |¯�>�R���R���±º¼�!|(��{t®¯w*z7�7��~��R�7��|¸���(��~�®#{t�!|�{ � {t�(|¯r
¦ �<�¶j��{tzRz7wy���Rz ¤7� £¸{t�°�7��¬�w*z²®�£�w*{Wº�� ¤�� {t���<�uw*{}|(w*zg�Rwy�¸¨©wy£�w*{t��wy� ¬�wy|��������¡|�w#| �
�p{,¢ ��w*{�z���w*���7zRwy��{t����� � ��{tw � � �>�!� ��{}|©�7w*z � ~�w
	�®#{tw*z¡|(w*z
�p{�{¥¢ � ~u�e��~u�({t|({t~uz �u~�z²«¬7¬>{ � �7�Rz ¤ w*z �

(fA ◦ fB) ◦ fC = fA ◦ (fB ◦ fC) ⇔ f(A·B)·C = fA·(B·C)

q<rQ¶j¿�{t�(|(w*zR®J�Rw*�¸¶j{�z7��w � w*��w*z¡| � E {���|¸¶^{tzR�(w � w*��w*z¡|���(���R~�z ~�¬�w*z ¤ w*®#wy{ ¤ |�¢
�7rQ¶j¿�{t�(|(w*zR®J�Rw*�¸{tz ��wy����wyz²¶ � w*��w*z¡|�� � � w*{ A ∈ 	

� (n,K)
�>�7��z7z

∃B ∈
	
� (n,K)

��{t|
A · B = E = B · A ⇒ A−1 = B

�p���7��� �����7~uz²~�¬´wyz ¤ w*®¯w*{ ¤ |�¢¨©wy{����>{tw � wJ ,ª7� 	
� (n,K) �

� wy{
n = 1

�R�7��zRz ¤ { � |  ,ª<�4�7{�w@� �t��¤ w*��w*{�z7w � {tzRw*�!��w 	 ���<�R��w �
	
� (1,K) = {(a) : a ∈ K \ {0}} ∼= K∗

«zR��wy�����7z ¤7� K∗
{t�(|±�7{�w@��� � |�{}� � {t���!|({���w 	 ���7�R��w%�Rwy� � ������wy���¯r

� wy{
n = 2

�R�7��zRz ¤ { � |  ,ª<�4�7{�w@� �t��¤ w*��w*{�z7w � {tzRw*�!��w 	 ���<�R��w �
	
� (2,K) =

{(
a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ K

��{t| �Rw#| ( a b
c d

)
= a · d− c · b 6= 0

}

·9ª7��7{�w@{tz �uw#����w%º¼�!|(��{}¿
A−1 ¤ { � | �

A−1 =
1�Rwy|
A
·

(
d −b
−c a

)

� {}�±£�~ �t� w*z z��Rz²®¯w*{ ¤ w*z´�R�R�!� A−1 · A = E = A · A−1 �p�Rw#| A = a · d− c · b + ∆
¢

A−1 ·A =

(
d
∆ − b

∆

− c
∆

a
∆

)
·

(
a b
c d

)
=

(
d·a−b·c

∆
d·b−b·d

∆
−c·a+a·c

∆
−c·b+a·d

∆

)
=

(
1 0
0 1

)
= E

¶j¬�w*z7��~ ¤ { � | �

A · A−1 =

(
a b
c d

)
·

(
d
∆ − b

∆

− c
∆

a
∆

)
=

(
a·d−b·c

∆
−a·b+b·a

∆
c·d−c·d

∆
−c·b+a·d

∆

)
=

(
1 0
0 1

)
= E
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�'	��� ���"

	
� (n,K)

{���|¸zR{t���¡|±��~u�����<|��!|({��� ¥ª7�
n ≥ 2

r
�@{twy�°z��Rz²w*{tzg¨ w*{����>{tw � r � w*{ A,B ∈ 	

� (2,K) ¤ w ¤ w#¬´wyz ��{t|

A =

(
1 1
0 1

)
, B =

(
1 1
1 0

)

³@�Rz ¤ { � | �
A ·B =

(
1 1
0 1

)
·

(
1 1
1 0

)
=

(
2 1
1 0

)

¬�w*®¯{�w*���7z ¤ �(£�w*{t��w
B ·A =

(
1 1
1 0

)
·

(
1 1
0 1

)
=

(
1 2
1 1

)

« � �(~ � A ·B 6= B ·A
r

q<r�q<r�� q����R� ¤ w*®¯w*{����RzRw#|�w%º¼�!|(��{t®¯w*zR ,����{ � {tw*z�{�z 	
� (n,K)

� � �� ,~������Rz ¤ �(���!|���{t®#w*z
v4{tw����7� ¤ w*®#wy{����7zRwy|(w*z@º¼�!|(��{�®¯w*zR ¥����{ � {tw*z4£�wy���Rw*z%���R����� � � � �� ,~������7z ¤ �����!|(��{t®¯w*z¬�w*®¯w*{t��� �zRw#|#r
«zR��wy�����7z ¤7� « �t� w � w*w#��w*z �l~u�({t|({�~�zRw*z���{tzR�g��{}|©³@� ��� w*z�®#�  ,ª ��� w*z´r
¾�r ¢ � w*{

Mi (α) ¤ w ¤ wy¬�w*z ��{}|

Mi (α) =




1
�r r r

1
α

1 r r r
�

1




↑
i− teSpalte

£�~�¬�w*{
α ∈ K \ {0}

r
v4{tw � �R� � |(w*z ��wy��|�~���w*z ��~uz � {�z<���¸zR�����²��w*���¡|��°�!¬ ¤ w � wy��w*zg�({�z7�

e1, e2, . . . , α · ei, . . . , en

v4{tw*�(w � �R� � |(w*z �uw#��|�~���w*z²��{tzR� � {tzRwy���°�7zR�!¬>�7��z ¤ { ¤  ,ª<� α 6= 0
� � ~������R�(��wy|(®#�7z ¤ ¢ ⇒Mi (α)

{���|
{tz �uwy��|�{twy��¬R���yr
¾�¾�r�¢ � wy{

Vij ¤ w ¤ w#¬´wyz ��{t| �

Vij =




1
�r r r

1
0 · · · 1

1rrr r r r rrr
1

1 · · · 0
1 r r r

�




↑ ↑
i− teSpalte j − teSpalte

£�~�¬�w*{
i 6= j

����zR�(~uz7�(|(w*z
Vij = E � � � ��~���{tzRz � ~u��¢

Æ � ��������" ���¯��$%���
����&�	(�J ����J������Ãµ�����<Ã �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�



���������
	��������������	����
	��������������! ���"#	��� �����$%�����
�'&(	�� )!	��'��	���,+`Á �

v4{tw � �R� � |(w*z ��wy��|�~���w*z ��~uz � {�z<���¸zR�����²��w*���¡|��°�!¬ ¤ w � wy��w*zg�({�z7�
e1, e2, . . . , ei−1, ej , ei+1, . . . , ej−1, ei, ej+1, . . . , en

v4{tw*�(w � �>� � |�wyz �uwy��|(~���w*z ��{tzR� � {�z7w*�!�°�Rz7��¬R�R��z ¤ { ¤ ⇒ Vij
{���|¸{tz �uw#��|�{twy��¬R�!�*r

¾�¾�¾�r�¢ � w*{
Aij (α) ¤ w ¤ wy¬�w*z ��{}|

Aij (α) =




1
�r r r

1 · · · αr r r rrr
1 r r r

�
1




↑ ↑
i− teSpalte j − teSpalte

£�~�¬�w*{
α ∈ K \ {0}

�7zR�
i 6= j

r
«zR��~�zR��|�w*z � ·9ª<� α = 0 � Aij (0) = E

�> ,ª7�
i = j � Aii (α) = Ai (α)v4{tw � �R� � |(w*z ��wy��|�~���w*z ��~uz � {�z<���¸zR�����²��w*���¡|��°�!¬ ¤ w � wy��w*zg�({�z7�

e1, e2, . . . , ei, . . . , ej−1, α · ei + ej, ej+1, . . . , en

v4{tw*�(w � �>� � |�wyz �uwy��|(~���w*z ��{tzR� � {�z7w*�!�°�Rz7��¬R�R��z ¤ { ¤ ⇒ Aij (α)
{���|¸{tz �uwy��|�{twy��¬R���yr

� wy{�z7w*z
S ∈

	
� (n,K)

�7zR�
T ∈

	
� (m,K)

���7�±w*{tzRwy�°�7wy��7��w*{T·7����{ � {tw*z´r� wy{
A ∈Mm,n (K)⇒

� ¤ (A) =
� ¤ (S · A ·T)

£�w*{ �
S

∈Mn,n(K)

Kn→Kn

· A
∈Mn,n(K)

Kn→Km

· T
∈Mn,n(K)

Km→Km

� {}��£�~ �t� w*z z��7z �7{�w�«J�7�(£±{}�����Rz ¤ w*z»�Rw#�ew*{tzR®¯w � z7w*z � �� ,~������Rz ¤ �(���!|���{t®#w*z[¬´w#|(�������¡|(w*z�r�@{twy��®¯�g��w*���7zRw*zg£±{}�®#�7wy����|±w*{tzg¨©w*{t�(�R{�w � �7zR�g¬�wy|��������¡|(w*z �R��zRz �Rwyzg� ���t¤ w*��w*{tzRwyz�·<� ��� r� wy{
A ∈M3 (K)

 ,ª7��R{tw@¨©wy{����>{tw � w�r

q<r�q<r�� º»� � |({}� � {t���!|({�~�z���{}| Mi (α)

¾�r ¢ � w*{
i = 2

 ,ª<�
Mi (α)

r�v4����{}|©�({�z7�g ,~ �t¤ wyzR�Rw@º¼�!|���{�®¯w*z ¤ w ¤ wy¬�w*z �

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



 , M2 (α) =




1 0 0
0 α 0
0 0 1





³@�Rz ¤ { � |¸ ¥ª7��R{tw%º»� � |({}� � {t���!|({�~�z ��~uz � {�z<��� �

M2 (α) ·A =




1 0 0
0 α 0
0 0 1



 ·




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



 =




a11 a12 a13

α · a21 α · a22 α · a23

a31 a32 a33





� {}�°��� � |({t� � {t®¯{�wy��w*z�� � ��~;�7{�w@®�£�w*{}|�w ¦ wy{ � w �u~�z
A
��{}|

α
r
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�'	��� ���"

·9ª7��7{�w@º¼� � |({t� � {}���!|�{t~uz �u~�zg��w*���¡|(�°wy���R� � |�wyzg£±{t� �

A ·M2 (α) =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 ·




1 0 0
0 α 0
0 0 1


 =




a11 α · a12 a13

a21 α · a22 a23

a31 α · a32 a33




� {}�°��� � |({t� � {t®¯{�wy��w*z�� � ��~;�7{�w@®�£�w*{}|�w � �R� � |(w �u~�z
A
��{}|

α
r

¾�¾�r�¢�« ���t¤ w*��w*{tz ¤ { � | �º¼� � |�{}� � {}����|({t~uz ��{}| Mi (α)
�u~�z � {tz7��� �

Mi (α) ·




← v1 →rrr
← vi−1 →
← vi →
← vi+1 →rrr
← vm →




=




← v1 →rrr
← vi−1 →
← α · vi →
← vi+1 →rrr
← vm →




� {}�°��� � |({t� � {t®¯{�wy��w*z�� � ��~;�7{�w i � |�w ¦ w*{ � w ��~uz
A
��{t|

α
r

º¼� � |�{}� � {}����|({t~uz ��{}| Mi (α)
�u~�z ��w*���¡|(� �



↑ ↑ ↑ ↑ ↑
w1 . . . wi−1 wi wi+1 . . . wn

↓ ↓ ↓ ↓ ↓


·Mi (α) =



↑ ↑ ↑ ↑ ↑
w1 . . . wi−1 α · wi wi+1 . . . wn

↓ ↓ ↓ ↓ ↓




� {}�°��� � |({t� � {t®¯{�wy��w*z��7{�w i � |�w � �>� � |�w ��~uz
A
��{t|

α
r

q<r�q<r�� º»� � |({}� � {t���!|({�~�z���{}| Vij

¾�r ¢ � w*{
i = 1

�Rz7�
j = 3

 ,ª<�
Vij

r�v4����{t|©��{tzR�g ¥~ �t¤ w*z7�Rw�º¼�!|(��{�®¯w*z ¤ w ¤ wy¬�w*z �

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



 , V13 =




0 0 1
0 1 0
1 0 0





³@�Rz ¤ { � |¸ ¥ª7��R{tw%º»� � |({}� � {t���!|({�~�z���{}| V13
��~uz � {�z<��� �

V13 ·A =




0 0 1
0 1 0
1 0 0



 ·




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



 =




a31 a32 a33

a21 a22 a23

a11 a12 a13





� {}� �uw#��|����7�����7w*z[� � ��~;�7{�w@w#���(|(w@�Rz7�²�7��{}|(|(w ¦ w*{ � wur·9ª7��7{�w@º¼� � |({t� � {}���!|�{t~uz���{}| V13
�u~�zg��w*���¡|(�°wy���7� � |(w*zg£±{}� �

A ·V13 =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 ·




0 0 1
0 1 0
1 0 0


 =




a13 a12 a11

a23 a22 a21

a33 a23 a31




� {}� �uw#��|����7�����7w*z[� � ��~;�7{�w@w#���(|(w@�Rz7�²�7��{}|(|(w � �R� � |(wur
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����&�	(�J ����J������Ãµ�����<Ã �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�
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¾�¾�r�¢�« ���t¤ w*��w*{tz ¤ { � | �º¼� � |�{}� � {}����|({t~uz ��{}| Vij
��~uz � {�z<��� �

Vij ·




← v1 →rrr
← vi →rrr
← vj →rrr
← vm →




=




← v1 →rrr
← vi−1 →
← vj →
← vi+1 →rrr
← vj−1 →
← vi →
← vj+1 →rrr
← vm →




� {}� �uw#��|����7�����7w*z[� � ��~;�7{�w i � |�w@�7zR� j � |�w ¦ w*{ � wurº¼� � |�{}� � {}����|({t~uz»��{}|
Vij

��~uz ��wy���¡|�� � � �!|�® (2.8)
�@~���~u��~����R�R{tw*���!|(® � �7| � �!|(®

(2.8)
�@~u��~ ���~����R�R{tw*���!|(®#�<|



↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑
w1 · · · wi−1 wi wi+1 · · · wj−1 wj wj+1 · · · wn

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓


 ·Vij

=




↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑
w1 · · · wi−1 wj wi+1 · · · wj−1 wi wj+1 · · · wn

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓





� {}� �uw#��|����7�����7w*z[� � ��~;�7{�w i � |�w � �>� � |�w%�Rz7�²�R{tw j � |(w � �R� � |(wur

q<r�q<r�� º»� � |({}� � {t���!|({�~�z���{}| Aij (α)

¾�r ¢ � w*{
i = 1

�Rz7�
j = 3

 ,ª<�
Aij (α)

r�v4����{t|©��{tzR�g ¥~ �t¤ w*z7�Rw�º¼�!|(��{�®¯w*z ¤ w ¤ wy¬�w*z �

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



 , A13 (α) =




1 0 α
0 1 0
0 0 1





³@�Rz ¤ { � |¸ ¥ª7��R{tw%º»� � |({}� � {t���!|({�~�z���{}| Aij (α)
�u~�z � {tz7��� �

A13 (α)·A =




1 0 α
0 1 0
0 0 1


·




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 =




a11 + α · a31 a12 + α · a32 a13 + α · a33

a21 a22 a23

a31 a32 a33




� {}�°���R�R{twy��wyz²�R���
α �  ,�����Rw �Rw#�J�<��{}|(|(w*z ¦ wy{ � w�®¯�7�Jwy���(|(w*z ¦ w*{ � wur·9ª7��7{�w@º¼� � |({t� � {}���!|�{t~uz���{}| Aij (α)

��~uzg��wy���¡|��°wy���R� � |(w*zg£±{}� �

A ·A13 (α) =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 ·




1 0 α
0 1 0
0 0 1


 =




a11 a12 α · a11 + a13

a21 a22 α · a21 + a23

a31 a32 α · a31 + a33




� {}�°���R�R{twy��wyz²�R���
α �  ,�����Rw wy����|�wyz � �R� � |(w ®¯�7�J�7��{t|�|�wyz � �R� � |(wur

��	���&���	LÀ����!	��
 ���"��¹ÁyÂ*Ã�Ä# ����7Á�Å#Å�- Æ � ��������" ���¯��$%���
����&�	(�J ����4�'����	(�¯��	(�4�l���������� ���"¯	(�



)*	(���
	���,+ � Á ������	(�¯��	�����"¯	(���.��´+����¯�
�'	��� ���"

¾�¾�r�¢�« ���t¤ w*��w*{tz ¤ { � | �º¼� � |�{}� � {}����|({t~uz ��{}| Aij (α)
��~uz � {�z<��� �

Aij (α) ·




← v1 →rrr
← vi →rrr
← vj →rrr
← vm →




=




← v1 →rrr
← vi−1 →
← vi + α · vj →
← vi+1 →rrr
← vj →rrr
← vm →




� {}�°���R�R{twy��wyz²�R���
α �  ,�����Rw �Rw#� j � |(w*z ¦ wy{ � w@®#�<� i � |�wyz ¦ w*{ � wurº¼� � |�{}� � {}����|({t~uz ��{}| Aij (α)

��~uzg��w*���¡|�� �


↑ ↑ ↑ ↑
w1 · · · wi · · · wj · · · wn

↓ ↓ ↓ ↓


 ·Aij (α) =



↑ ↑ ↑ ↑
w1 · · · wi · · · wj + α · wi · · · wn

↓ ↓ ↓ ↓




� {}�°���R�R{twy��wyz²�R���
α �  ,�����Rw �Rw#� i � |�w*z � �>� � |�w%®¯�7� j � |�wyz � �>� � |�w�r

q<r�q<r�� ¶ � w*��w*z¡|��!��w � �� ,~������Rz ¤ w*z ��~uz²º¼�!|(��{t®¯w*z
��s�¢�¶j� ¤ {}¬R| ¦ w*{ � w*z��R�� ,~������7z ¤ wyz��7zR� � �>� � |(w*z��7�� ¥~������Rz ¤ w*z
��§u¢�¶j� ¤ {}¬R|¸q�º¼�!|(��{t®¯w*zR ,����{ � {tw �

�p¾(¢�º¼� � |�{}� � {}����|({t~uz wy{�z7wy� ¦ w*{ � w���~��Rw#� � �>� � |�w!¢ ��{t| w*{tzRw*� � ��� � �!� α 6= 0�p¾�¾(¢ � wy��|����R�(�����Rz ¤ w*{�z7wy� ¦ w*{ � we��~��7wy� � �>� � |�w!¢��¾�¾�¾(¢ «¸�7�R{}|�{t~uz¼�Rwy�
α �  ¥�����Rw*z w*{�z7wy� ¦ w*{ � w�®¯�¼w*{�z7wy����z7�Rwy��w*z ¦ w*{ � w �p«¸�R�7{t|({�~�z¼�Rw*�

α � ,�����7w*z w*{�z7wy� � �R� � |(w%®#�²w*{tzRw#�°��z7�Rwy��w*z � �>� � |�w!¢
·<��®¯{}| � w � wy��wyz¡|��!��w � �� ,~������Rz ¤ w*z wy���7� � |(w*z �7wy� � ��z ¤ � � ��z ¤ �

«zR®¯��� � �7wy� � {�z7w*�!�%�Rz ��!¬>�7��z ¤ { ¤ w*z � �>� � |�wyz �uwy��|(~���w*z¹¢�r¶^� ¤ { � | �
�p{,¢�º¼� � |({t� � {}���!|�{t~uz7w*z��Rwy� � �� ,~������7z ¤ �����!|(��{t®¯w*z �u~�z � {tz7���¸��~��R{}x>®¯{twy��w*z��R{tw ¦ w*{ � w�r
�p{�{¥¢ º¼� � |({t� � {}���!|�{t~uz7w*z��Rwy� � �� ,~������7z ¤ �����!|(��{t®¯w*z �u~�zg��w*���¡|(�°��~��7{txR®#{twy��w*z��R{tw � �R� � |(wur
��¢ �@{twy�°z��Rz w*{tzg¨©wy{����>{tw � ®#�<�4¨ w*�(|({������Rz ¤ �7w*� � ��z ¤ w*{tzRwy�°º¼�!|(��{t¿ �
	 w ¤ wy¬�w*zg��wy{ A ��{t|

A =




a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34


 =




1 3 4 1
0 3 0 6
2 4 −2 2




Æ � ��������" ���¯��$%���
����&�	(�J ����J������Ãµ�����<Ã �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�



���������
	��������������	����
	��������������! ���"#	��� �����$%�����
�'&(	�� )!	��'��	���,+ � �

³@�Rz ¤ { � | �
q�r ¦ w*{ � w − §

×
sur ¦ w*{ � wur � {}�°wy���R� � |�wyz �




1 3 4 1
0 3 0 6
0 −2 −10 0





³@�7z ����zRzRwyz»£±{}�
a12

��§�r � �>� � |(w − q²��� � sur � �>� � |�w�¢�� a13
��q�r � �>� � |�w − � ��� � s�r� �>� � |�w�¢L�Rz7� a14

� �7r � �>� � |�w − sur � �>� � |(w�¢ w � {t��{�z7{�wy��w*z´r � {}�°wy���7� � |(w*z �



1 0 0 0
0 3 0 6
0 −2 −10 0




³@�7z4£�~ �t� wyz4£±{}�j ¥ª7� a22
��§�r ¦ w*{ � w���� � 1

3

¢��RzR�
a32

��§�r ¦ wy{ � w���� � − 1
2

¢´¶j{�z7��w*z4wy��®¯w*� ¤ w*z´r� {t�°wy���R� � |(w*z � 


1 0 0 0
0 1 0 2
0 1 5 0





«zR� � ~ ¤ £¸{�w@~�¬´wyzgw � {���{tzR{twy��w*ze£±{}� a32
��q<r ¦ w*{ � w � §�r ¦ w*{ � w!¢�r � {t�wy���R� � |(w*z �




1 0 0 0
0 1 0 2
0 0 5 −2




«zR� � ~ ¤ ®¯�²~�¬�w*z w � {t��{�z7{�w#��w*ze£±{}� a24
� �7r � �>� � |�w � § ��� � §�r � �>� � |�w�¢�r � {}�wy���7� � |(w*z �




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 5 −2





³@�7zg��� � |({}� � {�®¯{�w#��w*z�£±{t�°�7{�w q�r � �R� � |(w%��{}| 1
5

r � {}�°wy���7� � |(w*z �



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 −2




¦ �R� «°¬>����� � �7��w � {t��{�z7{�w#��w*ze£±{}� a34
� �7r � �>� � |�w � §���� � q�r � �R� � |(w�¢�r � {}�Jw#���R� � |�w*z �




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




·<~ �t¤ wy���7z ¤<� � ¤ (A) = 3
r

��	���&���	LÀ����!	��
 ���"��¹ÁyÂ*Ã�Ä# ����7Á�Å#Å�- Æ � ��������" ���¯��$%���
����&�	(�J ����4�'����	(�¯��	(�4�l���������� ���"¯	(�



)*	(���
	���,+ � � ������	(�¯��	�����"¯	(���.��´+����¯�
�'	��� ���"

¬Tr�¢ � {t��£�~ �t� w*z z��RzGw*{tzG¨ w*{����>{tw � z��<�²��{t| ¦ w*{ � w*z��7�� ¥~������Rz ¤ w*z �pº¼� � |�{}� � {t���!|({�~�z �u~�z
� {�z<����¢L��w*���Rz7w*z �




0 2 0
0 1 6
0 4 4
0 6 0




V12

→




0 1 6
0 2 0
0 4 4
0 6 0




I

→




0 1 6
0 0 −12
0 0 −20
0 0 −36




II

→




0 1 6
0 0 1
0 0 1
0 0 1




³@�Rz²�({�z7� £±{}�°�����7~uz² ,����|±��� ¦ {�w �p�



0 1 6
0 0 1
0 0 1
0 0 1




III

→




0 1 6
0 0 1
0 0 0
0 0 0




IV

→




0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0




«zR��wy�����7z ¤7� ·9ª7��R{tw@w*{tzR®¯w � zRw*z 
¸��wy���!|({�~�zRw*z ¤ { � | �
��¾(¢

A2,1 (−2) � A3,1 (−4) � A4,1 (−6)

��¾�¾(¢
M2

(
− 1

12

) �
M3

(
− 1

20

) �
M4

(
− 1

36

)

�p¾�¾�¾(¢
A3,2 (−1)

�
A4,2 (−1)

�p¾ � ¢ A1,2 (−6)

� {}�°wy���7� � |(w*z²w*{tzRw@º¼�!|(��{}¿�{�zg�7wy� ¦ w*{ � w*zR��|��7 ,w*zR ¥~���� �



0 1 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0




�������'���! ���"±��,+ � ���´	(� ������	�� �±�����
��&�	^�'���u	(�'��	�� ���� ��}	�� � �#���

Æ � ��������" ���¯��$%���
����&�	(�J ����J������Ãµ�����<Ã �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�



���������
	��������������	����
	��������������! ���"#	��� �����$%�����
�'&(	�� )!	��'��	���,+ ���

q<r�q<r�� � �!|�®
(III.3.4)

� w*�Rw°º¼�!|(��{}¿ � �!��|±�({����²�7�7����� ¦ w*{ � w*z��7�� ,~������Rz ¤ w*z����R ��R{tw ¦ wy{ � w*zR��|��7 ,w*z7 ,~���� ¬7��{�z ¤ w*z�rv4~���� ®¯�Rw#���(|ewy{�z7w²º»�!|���{}¿ {tz �Rw#� ¦ w*{ � w*z7�(|(�R ,wyzR ,~����²�Q�R�[�R{tw²º¼��|���{}¿ ���7�;�Rw*� ¨ w*{����>{tw �zR{t���¡|°�7z¡¬´wy�R{tz ¤ | | ���>{t�����² ,ª7�J�R{tw*��w4·7~���� �7wy�º¼��|���{}¿ {t�(| �



0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗
1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗

1 ∗ . . . ∗

0 0




v4{tw± ¥��wy{�w*z � � �!|�®¯w°��{tzR�e� �t� w ��~uze³@� ��� w*z�¬�w � w ¤ |¯� � |�w#��zRw°�(|(w*�7w*z; ,ª<� ¬�w � {�w#¬>{ ¤ w � wy��|�wurjº¼��z
��{tw*�¡| � w*{t���¡|¯�¹�R�!���R{tw%w*{tzR®¯w � z7w*z ¦ w*{ � w*z ��wy��|(~���wyz � {tzRw*�!�°�7zR�!¬>�7��z ¤ { ¤ ��{tzR��r¨©w#£ wy{��(�(��{t®#®¯w@ ,ª7� � ��|(®

(III.3.4) � ¾BzR�R�<��|�{t~uz7�(¬�wy£�w*{t�¸zR����� ¦ w*{ � w*z7®#��� � r� wy{
A ¤ w ¤ wy¬�w*z ��{}| �

A =




← v1 →
← v2 →rrr
← vm →


 =




← v1 →

B




£�~�¬�w*{
B
���7���7w*z ¦ w*{ � w*z ��wy��|(~���w*z v2, . . . , vm

¬�w*�(|(w*�¡|¯r ³@�Rz»£�~ �t� w*z £±{}�
B
�R�<����� ¦ w*{ � w �z��R�� ,~������7z ¤ w*z�����zR{}�>� � {twy��wyz´r � {t�°�7z¡|�w#�������7w*{t�Rw*z²®�£�w*{W·9� ��� w �surQ·7� �t��� 



0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗
1 ∗ . . . ∗




³@�Rz²�7z¡|�w#�������7w*{t�Rw*zg£±{}�°®�£ wy{T£�w*{t|(wy��w � z¡|�w#�� ,� ��� w �u~�z ·7� �t� s �·<� �t� s�r�s �



0 . . . 0 ∗ . . .
0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗

1 ∗ . . . ∗



→




0 . . . 0 0 ∗ . . .
0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗

1 ∗ . . . ∗




� {}�°���<¬>�(|������R{twy��wyz²w*{�z ��{�w �  ,�����7w*�±�Rwy�°®�£�w*{}|�w*z ¦ w*{ � w ��~uz²�7wy�¶j����|�w*z�r
·<� �t� s�r § � vJ{���{t��{t~uzg�7�7����� a 6= 0 �



0 . . . 0 a 0 . . .
0 . . . 0 0 0 . . . 1 0 ∗ . . . ∗

1 ∗ . . . ∗



→




0 . . . 0 1 0 . . .
0 . . . 0 0 0 . . . 1 0 ∗ . . . ∗

1 ∗ . . . ∗




� {}�°��� � |({t� � {t®¯{�wy��w*z��7{�w;s�r ¦ wy{ � w���{t| 1
a .

� {}�°wy���7� � |(w*z²w*{tzRw@¶^{tzR�¯r

��	���&���	LÀ����!	��
 ���"��¹ÁyÂ*Ã�Ä# ����7Á�Å#Å�- Æ � ��������" ���¯��$%���
����&�	(�J ����4�'����	(�¯��	(�4�l���������� ���"¯	(�



)*	(���
	���,+ � � ������	(�¯��	�����"¯	(���.��´+����¯�
�'	��� ���"

§�rQ·7� �t���



∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗ . . .
1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . .

1 ∗ . . .


→




0 ∗ . . . ∗ ∗ ∗ . . .
1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . .

1 ∗ . . .


→




1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . .
0 ∗ . . . ∗ ∗ ∗ . . .

1 ∗ . . .




¦ �7wy����|��(�7¬7|(�����7{�wy��w*z £¸{t� w*{�z ��{tw �  ¥�����Rw*���Rwy� ®¯£�w*{}|(w*z ¦ w*{ � w �u~�z �7wy�gwy���(|(w*z ¦ w*{ � w �Rz7�|(���7�����7w*z ��zR����� � {�wy��wyzR� �7{�w@¬�w*{t�Rw*z ¦ w*{ � w*z´r³@�Rz²�7z¡|�w#�������7w*{t�Rw*zg£±{}�°®�£ wy{ � z¡|(wy�� ,� �t� w �·<� �t� §�r�s �



1 ∗ . . . ∗ 0 . . .
0 0 . . . 0 a . . .
0 0 . . . 0 1 . . .


→




1 ∗ . . . ∗ 0 . . .
0 0 . . . 0 0 . . .
0 0 . . . 0 1 . . .


→




1 ∗ . . . ∗ 0 . . .
0 0 . . . 0 1 . . .
0 0 . . . 0 0 . . .




¦ �7wy����|%���7¬7|(�����7{�w#��w*z £±{}� �u~�z»�7wy��®¯£�w*{}|�wyz ¦ w*{ � we�7��� a �  ¥�����Rw��Rwy���7��{}|�|�w*z ¦ w*{ � wu�W��~²�R�!�£±{}�w*{�z7w�³@� �t� w#���R� � |�w*z�r�«zR����� � {�wy��wyzR��|(���R���7w*z²£±{}�J�7{�w@®�£�w*{}|�w%�Rz7�²�7��{}|�|�w ¦ w*{ � w·<� �t� §�r § � ³@�7z²��w*{ a 6= 0 �



1 ∗ . . . ∗ . . . ∗
0 . . . 0 a ∗ ∗


→




1 ∗ . . . ∗ . . . ∗
0 . . . 0 1 ∗ ∗


→




1 ∗ . . . 0 . . . ∗
0 . . . 0 1 ∗ ∗




¦ �7wy����|4�7{���{t�R{twy��w*z £±{}���7{�w�®¯£�w*{}|�w ¦ w*{ � w �R�<����� a
�R� ��z7����� � {twy��w*z7�[�7{�w�®¯£�w*{}|�w ¦ w*{ � w �u~�z

�Rw#�Jw#���(|(w*z²®¯�²���7¬7|(�����7{�w#��w*z´�>��~;�7����£±{}�w*{�z7w@³@� �t� ª<¬´w#�J�7wy�¶^{tzR�¸w#���R� � |�w*z�r�v4����{}|¸��{tzR��R{tw�¬�w*{t�Rw*zgw#���(|(w*z ¦ w*{ � w*z ��wy��|(~���w*z � {tzRw*�!�°�Rz7�!¬>�R��z ¤ { ¤ r« ���t¤ w*��w*{tz@£�~ �t� w*z�£±{t���7{�w±º¼�!|(��{t¿
A
��~ � ��z ¤ w±��{}| ¦ w*{ � w*z7~���wy���!��|({�~�zRw*z��R�� ,~�����w*z ¬R{��j£±{t�

A
{tz½�Rw#� ¦ w*{ � wyzR�(|(�R ¥w*zR ,~���� ��~�� � {tw ¤ w*z �R�!¬�w*z�r%v4{tw;«Jz7®#��� � �Rw#� � �>� � |�wyz {�z[�Rwy� � �>� � |�wyz �®¯w*{ � w*z7 ,~���� {t�(| ¤u� w*{����g�Rw*� � ��z ¤ �7wy�º»�!|���{}¿

A �

� ¤ (A) =
� ¤




0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗
1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗

1 ∗ . . . ∗

0 0




� w*zR�7w*z½£±{}�%z��Rz � �>� � |�w*z��7�� ,~������Rz ¤ w*z[���7 L�R{tw ¦ w*{ � wyzR�(|(�R ¥w*zR ,~���� ��z´���(~gwy���7� � |(w*z½£±{}�
w*{tzRw@º¼�!|(��{t¿��Rwy�·<~����




1 0r r r
0 1

∗ · · · · · · ∗
····

····
∗ · · · · · · ∗

0 · · · · · · · · · · · · 0
····

····
0 · · · · · · · · · · · · 0




� {�z<��� ~�¬´wyze�R�!¬�w*z�£¸{t� w*{tzRw r× r � º¼��|���{t®#wyz��7wy��w*z�v4{t� ¤ ~�zR� � w��{t|Q¶^{tzR��wyz;¬´wy��wy|(®¯|L{t�(|L�7zR���zR�(~uzR��|�wyz[z��<�%³@� �t� w*z w*z¡|(�R� � |e�pw*{tzRw r × r � ¶^{tzR�7w*{t|(�����!|���{�®¯w�¢�r � w*���¡|��J�R����~uz½��{tzR� �Rz¡¬�w �����zRz¡|(w � ~�w
	�®¯{�w*z¡|(w*z��R�7�����Rz¡|(wy�4{t�(|©w*{tz ��w*���¡|(w*����{ ¤ w#�4¨ wy��w*{t���´�>�Rwy�z��7�³@� ��� w*zgw*z¡|(�R� � |#r

Æ � ��������" ���¯��$%���
����&�	(�J ����J������Ãµ�����<Ã �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�



���������
	��������������	����
	��������������! ���"#	��� �����$%�����
�'&(	�� )!	��'��	���,+ � Â

� w*zR�7w*z@£±{}�Qz��Rz%£�w*{}|�wy��w � �>� � |(w*z7~���wy���!|({�~�zRw*z%��z´�u��~°wy���7� � |(w*z £¸{t�jw*{tzRw�º»�!|���{}¿@�Rwy�^·7~����



1 0r r r
0 1

0 · · · · · ·0
····

····
0 · · · · · ·0

0 · · · · · · · · · · · · 0
····

····
0 · · · · · · · · · · · · 0




=




Er

0 · · · · · ·0
····

····
0 · · · · · ·0

0 · · · · · · · · · · · · 0
····

····
0 · · · · · · · · · · · · 0




«� ¶^zR�7w¸wy���7� � |(w*z�£¸{t��wy{�z7w©º¼�!|(��{}¿ �R{tw©z7wy¬�w*z�w*{tzRw#�
r×r � ¶^{tzR�7w*{t|(�����!|���{�®¯w©{tz �Rwy�L~�¬´w#��w*z

� {�z<�uw*z�¶^�(�uw�z��<�±³@� �t� w*zew*z¡|(�R� � |¯r�vJ� �7{�wy��w r 	 � w*{t�����Rz ¤ w*z � {�z7w*�!�¸�Rz7�!¬>�R��z ¤ { ¤ �({�z7�� ¥~ �t¤ |¯��R�!���Rwy� � ��z ¤ �7wy�º»�!|���{}¿
r
{t�(|¯r

q<r�q<rts�� � ��|(®
(III.3.5)

�p{,¢ � w*�Rw�º¼�!|���{t¿
A � �!��|©�({������R�<����� � �R� � |(w*z � �Rz7� ¦ wy{ � w*z��R�� ,~������7z ¤ w*ze���R 9�R{tw 	 wy�(|(� � |




Er

0 · · · · · ·0
····

····
0 · · · · · ·0

0 · · · · · · · · · · · · 0
····

····
0 · · · · · · · · · · · · 0




¬7��{tz ¤ wyz´rQ¶j� ¤ { � | � � ¤ (A) = r
r

�p{�{¥¢ ¦ �
Am,n (K)

wy¿�{���|�{twy��|
U ∈

	
� (m,K)

�7zR�
V ∈

	
� (n,K)

��{}|

U ·A · V =




Er

0 · · · · · ·0
····

····
0 · · · · · ·0

0 · · · · · · · · · · · · 0
····

····
0 · · · · · · · · · · · · 0




£�~�¬�w*{
r =

� ¤ (A)

¦ £¸{��(���Rw*z¡¬�w*��wy�����Rz ¤ ®#�7� «���(~u®¯{��!|({�� ¤ w*��w#|�® �
�@�!¬�w*z�£±{}��w*{�z7w±º¼��|���{}¿

A
�7zR��£�~ �t� w*z;�R{tw*�(w¸{�ze�7{�w±~�¬>{ ¤ w 	 wy�(|(� � |^¬7��{tz ¤ wyz´���(~4¬>{twy|(w*z;��{t���®�£ wy{Wº�� ¤u� {t���7��w*{}|�w*z���z �

��s�¢ ¦ �Rwy���(|±�7{�w ¦ w*{ � w*z��7�� ¥~������Rz ¤ w*z��Rz7�²�R��zRz²�7{�w � �>� � |(w*z��7�� ¥~������Rz ¤ w*z
��§u¢ ¦ �Rwy���(|±�7{�w � �>� � |(w*z��7�� ¥~������Rz ¤ w*z��RzR�²�7��zRz²�R{tw ¦ wy{ � w*z��R�� ,~������7z ¤ w*z
� {}�°wy���7� � |(w*z²{��7w*z¡|({��(���Rw@¶l� ¤ wy¬RzR{t���(w � (U ·A) · V = U · (A · V )

q<r�q<rtsus vJwyx>z7{t|({�~�z
(III.3.b) �

��s�¢ � �>� � |�w*z<����z ¤ w*{tzRwy�©º»�!|���{}¿
A � º¼�!¿�{���� � w«zR®¯��� ��� {tzRwy���©�Rz7��¬R�R��z ¤ { ¤ wy� � �>� � |�w*z ��wy� �|(~���w*z

=
� ¤ (A)

r
��§u¢ ¦ w*{ � w*z<����z ¤ w*{tzRwy�Jº¼�!|(��{}¿

A � º»�!¿�{t��� � w%«Jz7®#��� �l� {tzRw*�!�J�RzR�!¬R�R��z ¤ { ¤ wy� ¦ w*{ � w*z ��wy��|(~ ���w*z
=
� ¤ (A)

r

��	���&���	LÀ����!	��
 ���"��¹ÁyÂ*Ã�Ä# ����7Á�Å#Å�- Æ � ��������" ���¯��$%���
����&�	(�J ����4�'����	(�¯��	(�4�l���������� ���"¯	(�



)*	(���
	���,+ � � ������	(�¯��	�����"¯	(���.��´+����¯�
�'	��� ���"

q<r�q<rts�§ � ��|(®
(III.3.6)

¦ wy{ � w*z7����z ¤ �Rz7� � �R� � |(w*z7����z ¤ w*{�z7wy�±¬�w � {�wy¬R{ ¤ w*z�º»�!|���{}¿g��{tzR� ¤u� w*{����´r«z �Rz7�  ,ª7�%�({���� {t�(|J�R{tw*�Jwy���(|(���Rz � {t���´�W�R� ®¯�R� ¨ w*{����>{tw �  ,ª7� w*{tzRw�º»�!|���{}¿
A ∈ M3,720 (K)

¤ { � | �
A =




a1,1 a1,2 · · · a1,720

a2,1 a2,2 · · · a2,720

a3,1 a3,2 · · · a3,720





� {}���7��¬�w*z
720

� �R� � |(w*z �uw#��|�~���w*z ���R�
R3 �RzR� 3

¦ w*{ � w*z ��wy��|(~���w*z[���R� R720 r�����~�|(®¯�Rw*� {t�(|
�Rw#� � �>� � |�w*z � �7zR� ¦ wy{ � w*z7����z ¤ ��~uz

A ¤u� w*{����´r
¨©w#£ wy{�� �v4w#� ¦ w*{ � wyz7����z ¤ ¬ � w*{t¬7|j¬�w*{ ¦ wy{ � w*z��R�� ,~������7z ¤ w*z%wy���R� � |�wyz´r � {t�^¬´w#|(�������¡|(w*z��R{tw¸w*{tzR®¯w � zRw*z·<����{ � {tw*z �
��¾(¢�º¼� � |({t� � {}���!|�{t~uz½w*{�z7wy� ¦ w*{ � w���{t| α 6= 0 � v1, . . . , vi, . . . , vm → v1, . . . , α · vi, . . . , vm

r ¦ �
®¯w*{ ¤ w*z �

〈v1, . . . , vi, . . . , vm〉 = 〈v1, . . . , α · vi, . . . , vm〉

��¾�¾(¢ � wy��|(���7�������7z ¤ ®�£�w*{twy� ¦ wy{ � w*z � � � �!�*�L�7� wy{�z7w � wy��|����R�(�����Rz ¤ �u~�z ¦ w*{ � w*z»�Rw*z � ��z ¤wy{�z7wy�°º¼��|���{}¿ z7{����¡|°��z7�Rwy��|#r
�p¾�¾�¾(¢�«©�R�R{}|({�~�z@�Rw*�

α �  ,�����7w*z%w*{tzRwy� ¦ wy{ � wL®#�%w*{tzRwy�l��zR�7wy��w*z ¦ w*{ � w � v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vm →
v1, . . . , vi, . . . , α · vi + vj , . . . , vm

r ¦ �²®¯w*{ ¤ w*z �
〈v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vm〉 = 〈v1, . . . , vi, . . . , α · vi + vj , . . . , vm〉

³@�Rz ¤ { � | � ¦ w*{ � w*z<����z ¤ �u~�z
A =

¦ wy{ � w*z7����z ¤ �7wy� ¦ w*{ � w*z7�(|(�R ,w*z7 ,~���� =
«Jz7®#��� � �Rwy� � |(�R ,w*z�pzR�����

(III.3.b)
¢�r

� ~uzR�(w ���RwyzR® � ¨©����wyz �u~�z � z¡|(wy�������R��w*z²�7w*�
Kn r � w*{ U = 〈v1, . . . , vm〉

rQ« � ��~ �

A =




← v1 →
← v2 →rrr
← vm →




(∗)
→




← w1 →rrr
← wk →
← 0 →rrr
← 0 →




«zR��wy�����7z ¤7� ¨©w*{ (∗)
 ,~�����w*z�£¸{t�

A
{tzg�R{tw ¦ w*{ � w*zR��|��7 ,w*zR ¥~���� �7� r

¨©wy�R���7�7|��7z ¤7� w1, . . . , wk
��{tzR� ¨©����{t� ��~uz

U¨©w#£ wy{�� � ¦ wy{ � w*z��R�� ,~������7z ¤ w*z�wy���R� � |�wyz²�Rw*z � ��z ¤<�
〈v1, . . . , vm〉 = U = 〈w1, . . . , wk〉

�`£±{t�°� �uz7zRw*z²�7{�w ¦ w*{ � w*z ��wy��|(~���w*z²�7{�w@z��<�³@� �t� w*z w*z¡|��7� � |(w*zg£�w ¤u� �����(w*z¹¢v4{tw ¦ w*{ � w*z �uw#��|�~���w*z w1, . . . , wk
�7wy� ¦ w*{ � wyzR�(|(�R ¥w*zR ,~���� ��{tzR� � {tzRw*�!���Rz7�!¬>�R��z ¤ { ¤ ⇒ w1, . . . , wk��{tzR� w*{�z7w@¨©����{t� ��~uz

U
r

·9ª7��7zR��w#�J¨ w*{t�(�>{tw � ��~u� «Jz7 ,��z ¤ �R{tw*�(wy� � ~�� � w*�(�Rz ¤;¤ { � | �
U = 〈(0, 2, 0) , (0, 1, 6) , (0, 4, 4) , (0, 6, 0)〉 < R3

«�R�±�Rwyz � �� ,~������7z ¤ wyz �Rz7� � �!|(® (III.3.6)
 ,~ �t¤ |©� ��� wy���7{�z ¤ � �

U = 〈(0, 1, 0) , (0, 0, 1)〉

Æ � ��������" ���¯��$%���
����&�	(�J ����J������Ãµ�����<Ã �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�



���������
	��������������	����
	��������������! ���"#	��� �����$%�����
�'&(	�� )!	��'��	���,+ � �

q<r�q<rts!q ¨ w*�����<��w*{}¬>�7z ¤ w*{tzRwy� � {tzRw*�!��w*z «¬7¬>{ � �7�Rz ¤ f : V→W
�R�<����� º¼��|���{t®#wyz

¶^� ¤ { � | � �R{t� (V) = n⇒ V→̃Kn ���(���R~�z ¤ w*®¯w*{ ¤ |�¢ � {tw%¬�w*�(���7��w*{t¬7|±����z²w*{�z7w*z²¾B��~���~����>�7{�� ����7�
Kn→̃V

� «Jz¡|
£ ~���| � vJ�7����� �7{�w@¨ ����{t� �u~�z V
rL¶^� ¤ { � | �

f : Kn→̃V ⇒ {f (e1) , . . . , f (en)} istBasis vonV

ϕA : Kn→̃V, (x1, . . . , xn) 7→
∑

xi · vi ⇐ A = {v1, . . . , vn} seiBasis vonV

� wy{¹�R{t�
(V) = n

�7�7{��
(W) = m

�
f : V→W

{t�(| � {tzRw*�!�*��£���� � wJ¨ ����{t� A
��~uz

V
�<¨©���({��

B
��~uz

W �

V

≡

f
// W

Kn

ϕ
A

OO

g
// Km

ϕ
B

OO

�l���������! ���"±��,+ � ��) �*�'&(&�	 � � � �T	 ��� ���
	����� ���"©���'��	����
	���$%���
����&�	(�
¶^� ¤ { � | � ϕB ◦ g = f ◦ ϕA ⇔ g = (ϕB)

−1
◦ f ◦ ϕA¶^� ¤ { � | � g = fA, A ∈Mm,n (K)

r
A
{t�(|jw*{tzR�7w*�7|({ ¤ z7����� � ��� � �7wy��¨ ���(w*z A,B

�Rwy��«°¬R¬R{ � �R�7z ¤
f
®¯� ¤ w*~����7zRwy|¯rv4w#x>zR{}|({�~�z � A = MA

B
(f)

{t�(|°�7{�w%¬�w*�����<��w*{}¬�w*zR�7w º¼�!|���{t¿g ,ª7�
f
¬�w*®¯ª ¤�� {t��� A

��~uz
V
�Rz7�

B��~uz
W
r

q<r�q<rts � � ��|(®
(III.3.7) �

� wy{
A = MA

B
(f)

�L�7��zRz ¤ { � | � � ¤ (f) =
� ¤ (A) ,

�R{t�
(
� wy��z

(f)) = n −
� ¤ (A)

�� ,~ ��¤ |;z7�����v4{t��w*zR�({�~�zR�( ,~�����w � ¢¨©w#£ wy{�� �

V

≡

f
// W

Kn

ϕ = ϕ
A

OO

g = f
A

// Km

ϕ
B

= Ψ
OO

�����������! ���"±��,+.-(Å��µ) �*��&�&(	�� � ���!	�� �T	
�
	�� ��)!����&

(III.3.7)

¨©wy�R���7�7|��7z ¤7� Ψ
{tzR�R�7®#{twy��|¸w*{�z7w*zg¾B��~���~����R�R{t�����7�L¨©{ � � (fA) =

¨©{ � � (f)
r

�
⇒

� ¤ (A) =
�7{��

(
¨©{ � � (fA)) =

�R{t�
(
¨ { � � (f)) =

� ¤ (f)
¢

��	���&���	LÀ����!	��
 ���"��¹ÁyÂ*Ã�Ä# ����7Á�Å#Å�- Æ � ��������" ���¯��$%���
����&�	(�J ����4�'����	(�¯��	(�4�l���������� ���"¯	(�



)*	(���
	���,+ � Å ������	(�¯��	�����"¯	(���.��´+����¯�
�'	��� ���"

¨©w#£ wy{�� �
�p{,¢

Ψ (
¨©{ � � (fA)) ⊆

¨©{ � � (f)
r � w*{

w ∈
¨ { � � (fA)

�l�7���@�7w*{}��| � w = fA (v)
�
v ∈ Kn r�v4����{t|

¤ { � | �

Ψ (w) = Ψ (fA (v)) = (Ψ ◦ fA) (v)
(∗)
= (f ◦ ϕ) (v) = f (ϕ (v)) ∈

¨©{ � � (f)
«zR��wy�����Rz ¤<� vJ{�w 	 � w*{t���R�7w*{}| ��~uz (∗)

 ,~ �t¤ |T���7�W�Rw#� � ~������7|(�!|�{ ��{t|(�!|T�7w*�WvJ{�� ¤ ����������p�Rw#� � w ¤ �(�>{tw � | ��w*{tzRw � ~ �t� w�¢
�p{�{¥¢ vJ����{}|

Ψ :
¨©{ � � (fA) →

¨©{ � � (f)
�

Ψ
{���|;{tz���w#��|�{ �¹��£�w*{ � Ψ

�7{�w²¶j{�z7�����<����z7���Rz ¤ w*{tzRw*�
¾B�(~u��~����R�R{t�����R��{t�(|¯r

��{t{�{¥¢
Ψ
{���|¸�(�7����w#��|�{ � � � wy{ w ∈ ¨ { � � (f)

r ¦ � ®#w*{ ¤ wyz �
�Bs!¢

v ∈
¨ { � � (fA)�
§�¢

Ψ (v) = w

³@�����;vJwyx>z7{t|({�~�z � w = f (v0) , v0 ∈ V
���R�

ϕ
¾B��~���~����>�7{��(���7� ¤ {}¬R|lw*� v1 ∈ Kn ��{}| v0 = ϕ (v1)

r
¾BzR� ¤ w*�(��� | �

w = f (ϕ (v1)) = (f ◦ ϕ) (v1) = Ψ (fA (v1))� w#|�®¯w
v = fA (v1)

q<r�q<rts � ¶j{�z¡|���� ¤ w%{tzg�R{tw@¬´wy�����<��w*{}¬´wyzR�Rw4º»�!|���{}¿  ,ª<�
f

¶^� ¤ { � | � A = (αij)
��{t|

i = 1, . . . ,m
�RzR�

j = 1, . . . , n
r^³@�Rz ¤ { � | �

A fA, A = (. . . , fA (ej) , . . .)£�~�¬�w*{
fA (ej)

{�z²�7wy�
j � |(w*z � �>� � |�w%�(|(w*�¡|¯r«�7��wy���7w*� ¤ { � | � 

αijrrr
αmj


 = fA (ej) , ϕA



x1rrr
xn


 =

∑
xi · vi

¨©{ � �Rw*z £¸{t�°z��7z²w*{�z7w*zg¶j{�z7�Rw*{}|����uw#��|�~��°��¬´�¹��~�wy���R� � |�wyzg£±{t� �

ϕA (ej) = ϕA




0rrr
0
1
0rrr
0




= vj

« � �(~ � ej → vj
r

� ~ �t� wyz�£±{}�z��Rz²w*{tzRw@º¼�!|(��{t¿����R�(��w*���Rz7w*z´�>��~ ¤ { � | �

f (vj) = f (ϕA (ej)) = f ◦ ϕA (ej) = ϕ
B

(fA (ej)) = ϕ
B




αijÃÃÃ
αmj


 =

m∑

i=1

αij · wi

« � �(~ �
f (vj) =

m∑

i=1

αij · wi, MA

B (f) = (αij)

A = (αij)
��{}|

i = 1, . . . ,m
�7zR�

j = 1, . . . , n
r

¾Bz � ~���|(w*z � � f (vj) � {�w* ¥wy��|¸�7{�w j � |(w � �>� � |�w ��~uz
MA

B
(f)
�

Æ � ��������" ���¯��$%���
����&�	(�J ����J������Ãµ�����<Ã �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�
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q<r�q<rts � ¨ wy��w*���7z��Rz ¤ ��~uz²vJ�!���(|(w �t� �7z ¤ �(����|���{t®#wyz
� wy{

A = {v1, . . . , vn}
¨ ���({�� ��~uz

V
��{}|±�R{t�

(V) = n
�Rz7�

B = {w1, . . . , wm}
wy{�z7w�¨ ���({�� ��~uz

W
��{t| �R{t�

(W) = m
r

V

≡

f
// W

Kn

ϕ
A

OO

f
A

// Km

ϕ
B

OO

�l���������� ���"±��,+
-#-¯� �T	��
	 � ���* ���"©�!	(� �j�¯������	(�'�� ���" � �±�����
�'&(	
MA

B
(f)

¶^� ¤ {}¬R|¸ ¥ª7� fA
®�£�w*{W�����R{ ��� � wyz¡|�w%v4�!����|�w ��� �Rz ¤ ��� � ¤u� {����<�uwy{t|(w*z � fA ⇔ A 7→ A · x

r
³@�Rz ¤ { � |  ,ª7� MA

B
(f) �

f (vj) =
m∑

i=1

αij · wi, MA

B (f) = (αij)

��{t|
i = 1, . . . ,m

�Rz7�
j = 1, . . . , n

r
� {}���R�!¬�w*z��(���R~�z ¤ w*®¯w*{ ¤ | � �7{�� (f (V)) =

� ¤ (f) =
� ¤ (MA

B
(f)
) r�vJ��zRz ¤ { � |T ,ª<�l�R{t� (

� w#��z
(f)) �

�7{��
(
� wy��z

(f)) =
�R{t�

(V)−
�R{t�

(f (V)) = n−
� ¤ (MA

B (f)
)

³@�Rz²�(w*{tw*z ®�£�w*{W«°¬R¬>{ � �R�Rz ¤ w*z f �Rz7� g
��~uz

V
zR�����

W ¤ w ¤ w#¬´wyz �

V@A BC
g

OO
GF ED

f

��
W

�l���������� ���"±��,+
-�Á!�¹�������'���! ���"¯	��
f
 ����

g
� �#�

V
��� � �

W

� wy{
A
w*{tzRw4¨©����{t� ��~uz

V
�RzR�

B
w*{tzRw@¨©���({�� ��~uz

W
r � ���±{���|¸z��Rz

MA

B (f + g) beziehungsweise MA

B (f · g)

� {}�±£±{t����wyz �
(f + g) (vj) = f (vj)︸ ︷︷ ︸

αij

+ g (vj)︸ ︷︷ ︸
βij

=

m∑

i=1

αij · wi +

m∑

i=1

βij · wi =

m∑

i=1

(αij + βij) · wi

« � �(~ ¤ { � | �
MA

B (f + g) = MA

B (f) + MA

B (g)«zR� � ~ ¤ � �uzRz7w*zg£±{}�®#w*{ ¤ wyz �
MA

B (f · g) = MA

B (f) ·MA

B (g)

MA

B (λ · g) = λ ·MA

B (f)

«zR��wy�����7z ¤7� v4{tw*� ¤ { � |¸z��<�J ¥ª7� (n× n) � º¼��|���{t®#wyz´r
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q<r�q<rts � � ��|(®
(III.3.9)

¨©wy{� ,wy�(|(wy��¨©����{t�(£���� � A = {v1, . . . , vn} , B = {w1, . . . , wm}
{t�(|W�7{�w^«¬7¬>{ � �7�Rz ¤ �@~u� K (V,W)→

Mm,n (K)
�
f 7→MA

B
(f)

wy{�zg¾B�(~u��~����R�R{t�����R�#r�¾Bz7�(¬�w*��~�zR�7wy��� �
�@~��

K (V,W) =
�R{t�

(V) ·
�R{t�

(W)

¨©w#£ wy{�� � ¦ �²®¯w*{ ¤ w*z ��{tzR�

� {tzRw*�!��{}|��!|
¾Bz ��wy��|({���{}|��!|
� �7���(wy��|�{ ��{}|��!|

� {�z7w*�!��{t|(�!| � � {�wy�Rw (III.3.16)¾Bz���w#��|�{ ��{t|(�!| � «J�7� MA
B

(f)
 ,~ �t¤ |¯�¹�R�!� f (v1) , . . . , f (vn)

¬�wy����zRz¡|�({�z7�´r
⇒ f

{���|¸¬�wy����zRz¡|¯�
�RwyzRz

f

(
n∑

i=1

λi · vi

)
=

n∑

i=1

λi · f (vi)

� �<����wy��|({ ��{t|(�!| � 	 w ¤ wy¬�w*z �(w*{ A ∈Mm,n (K)
r�·9{tzR�7w@�R{tw@«¬7¬>{ � �7�Rz ¤ f ��{t|

MA

B (f) = A

V

≡

76540123f
// W

Kn

ϕ
A

OO

f
A

// Km

ϕ
B

OO

�l���������� ���"±��,+
- � ��) �*��&�&(	^&( �� �T	
�
	(� �W�!	(�j)* �� � 	��y��� �*�������

� w#|�®¯w
f = ϕB ◦ fA ◦ (ϕA)

−1
⇒ A = MA

B
(f)¶^{tzRw��zR�7wy��w4·<~������ � {twy���Rz ¤7� � {�z7w*�!��w4«°¬R¬R{ � �R�7z ¤ wyz�®�£±{t�����7w*z V

�Rz7�
W

��{tzR�����R�����R�<�����
º¼�!|(��{t®¯w*z ¤ w ¤ wy¬�w*z�r «¬�wy� � �7{�w�¬�w*�����<��w*{}¬�w*zR�7w*z º¼�!|���{�®¯w*z �R��z ¤ w*z ��~uz �Rwy� ¤ wy£���� � |�wyz¨©���({��¸�!¬´r
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	 w ¤ wy¬�w*zg{t�(|¸�7{�w@ ¥~ �t¤ w*z7�Rw � {t|(�R�!|({�~�z �
V

f
→W

g
→ Z

£�~�¬�w*{
A
w*{tzRw@¨ ���({��	�u~�z

V
�
B
wy{�z7w@¨©����{t� ��~uz

W
�Rz7�

C
w*{�z7w@¨©����{t� ��~uz

Z
{���|#r^¶^� ¤ { � | �

MA

C (g ◦ f) = MB

C (g) ·MA

B (f)

·9ª7��7w*z²¨©wy£�w*{t�©¬R{�wy|(w*zg�({����g®¯£�w*{Tº � ¤u� {����7��w*{t|(w*zg��z �
��s�¢ � w*���7z��Rz ¤ ��®¯� ��{�w � w@¾BzR�7{�®¯w*�¸�7zR�²�(w*�7� ��{tw � � ���7��wy{t¬R����¬´wy{t|�¢
��§u¢�ª<¬�wy�°v4wyxRzR{}|�{t~uz �Rwy�º¼�!|(��{t®¯w*zR��� � |�{}� � {t���!|({�~�z
¦ �7wy����|±®#�<� 
¸��{tw*z¡|({�wy���Rz ¤ �R��� � ���Rw*���

V

≡

f
// W

≡

g
// Z

Kn

ϕ
A

OO

f
A

// Km

ϕ
B

OO

f
B

// Kr

ϕ
C

OO

�����������! ���"±��,+.- � �µ) � ��	��±�±�� ��"#�¯��"��������
 ����
���#� � � �l�!	(� �´	
�
	(� � ���¯�@)!���
&

(III.3.10)

¨©wy�R���7�7|��7z ¤7� (g ◦ f) ◦ ϕA = ϕC ◦ (fB ◦ fA)

V

≡

g◦f
// Z

Kn

ϕ
A

OO

f
B
◦f

A

// Km

ϕ
B

OO

�������'���! ���"±��,+.- � �¹)�� ��	��±� �T	����¯ ��!�� ���" � � �l�!	(� �T	
�
	(� � ���¯�4)�����&

(III.3.10)

¨©w#£ wy{�� �

(g ◦ f) ◦ ϕA

A
= g ◦ (f ◦ ϕA)

(∗)
= g ◦ (ϕB ◦ fA)

A
= (g ◦ ϕB) ◦ fA

(#)
= (ϕC ◦ fB) ◦ fA

A
= ϕC ◦ (fB ◦ fA)

«zR��wy�����7z ¤ wyz �
®¯�

A �  ¥~ �t¤ |¸���7�±«J�(��~u®¯{t��|({ ��{t|(�!| �u~�z � ~��e�´~���{}|�{t~uz ��~uz²«°¬R¬R{ � �R�7z ¤ wyz´r
®¯�

(∗) � ¨©w#|(�������¡|(w �R{tw � {tz7��w �@� �  ¥|(w@�Rwy�«�R� ¤ ��z ¤ ����{}|(�R�!|�{t~uz�r
®¯�

(#) � ¨©wy|��������¡|(w��7{�w���w*���¡|(w �@� �  ¥|�w@�7wy�«J�7� ¤ ��z ¤ �(��{}|��7��|({t~uz´r
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³@�Rzg� �uz7zRw*zg£¸{t� � ��|(®
(III.3.10)

���7 lwy{�z7w*zg¨©���({���£ wy���R�(w � ��z¡£�w*zR�7w*z �
A′ A B B′

V

] k �
//@A BC

] k
W

◦f ◦

] k
V

OOV
f

// W

] k��
// W

�l���������! ���"±��,+
- � �µ) � ��	 �¸�	� � � �T����� �
�
	�� � ��	(�

� �!|(®
(III.3.10) � {�wy ,wy��| �

MA
′

B′ (f) = MA
′

B′ (
{t�

W ◦ f ◦
{t�

V) = MB

B′ (
{t�

W) ◦ ·MA
′

B (f) ◦MA
′

A (
{��

V)

³@�Rzg£�~ ��� w*z�£¸{t��R{tw@³@�!|��<��Rwy�º¼�!|(��{t®¯w*z
MA

′

A (
{t�

V)
�Rz7�

MB

B′ (
{��

W)

¬�wy|��������¡|�wyz´r
¨©wy�R���7�7|��7z ¤7�
��s�¢�vJ{�wy��w�º¼�!|(��{�®¯w*z²��{tzR����w ¤ � � �!�*r
��§u¢�vJ{�wy��w°º¼��|���{t®#wyz��({�z7� �J¬�wy� ¤ ��z ¤ �(���!|���{t®#w*z ��~uz�w*{tzRw#�©¨ ���({���®¯��w*{�z7wy� ��z7�Rwy��w*z�¨©����{t�#r
¨©w#|(�������¡|(�Rz ¤ �u~�z

MA
′

A
(
{t�

V) � � wy{
A = {v1, . . . , vn}

¦ {�w � ¬>���({����RzR� ��w*{
A′ = {v′1, . . . , v

′

n}«�R� ¤ ��z ¤ ��¬>����{t�#r^³@�Rz ¤ { � | �
v′j =

{t�
V

(
v′j
)

=
n∑

i=1

tij · vi

v4����{}| ¤ { � |© ,ª<�4�7{�w �¬�wy� ¤ ��z ¤ �����!|���{�®¯w ��~uz
A
z7�����

A′

MA
′

A (
{��

V) = (tij)

·9ª7��7w*z � ��z ¤ �u~�z
(tij) ¤ { � | �
� ¤ (MA

′

A (V)
)

=
� ¤ (

{t�
V) =

�R{t�
(
{t�

V) =
�R{t�

(V) = n

« � �(~ � (tij) ∈Mn (K)
�>� ¤ (tij) = n⇒ (tij) ∈

	
� (n,K)¨©wy�R���7�7|��7z ¤7�

MB

B′ (
{t�

W) =
(
MB

′

B (
{��

W)
)−1

¨©w#£ wy{�� �
MB

B′ (
{t�

W) ·MB
′

B (
{��

W) = MB
′

B′ (
{t�

W ◦
{t�

W) = MB
′

B′ (
{t�

W) = Em«zR� � ~ ¤7�
MB

′

B (
{��

W) ·MB

B′ (
{t�

W) = MB

B (
{t�

W ◦
{t�

W) = MB

B (
{��

W) = Em¶^�© ,~ �t¤ |©�R{tw@¨©w*�7���<�R|(�Rz ¤ r
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q<r�q<rts � � ��|(®
(III.3.11) � �´����z7�� ,~������!|�{t~uz7�� ,~�����w �

� wy{
f : V → W � {tzRw*�!�*� A

�RzR�
A′

�(w*{tw*zG¨ ����w*z ��~uz
V
�

B
�RzR�

B′
��w*{tw*zG¨©����w*z �u~�z

W
��{}| �J¬�wy� ¤ ��z ¤ �(����|���{t®#wyz S

�
A → A′

�
S ∈

	
� (n,K)

���R{t�
(S) = n

¢@�Rz7�
T
�
B → B′

�
T ∈

	
� (m,K)

�>�7{��
(T) = m

¢�r�v4��z7z ¤ { � | �
MA

′

B′ (f) = T−1 ·MA

B (f) · S
¦ �7� ¶j{�z<�R��� ¤ w*zg ,~ ��¤ w*zR�7w*� �@{ �  ¥����{t|�|(w ���

T−1
︸︷︷︸
m×m

· MA

B (f)︸ ︷︷ ︸
m× n

· S︸︷︷︸
n× n

³@�7����R ��7{�w*�(w@«��|±�Rz7� � wy{��(w4����zRz7w*zg£±{}�J�7{�w@º¼�!|���{�®¯w*z²��� � |�{}� � {�®¯{twy��w*z�r

q<r�q<r�§ � ¶ � w*��w*z¡|(�!��w � �� ¥~������Rz ¤ w*z �7zR�²¾Bz ��wy����wyz¡¬>{ � �7�Rz ¤ ��~uz²º¼�!|���{�®¯w*z
¦ �7wy����|±w*{tzg¨©w*{t�(�R{�w ���j¤ w ¤ wy¬�w*z �(w*{

A =




1 0 0
2 6 3
3 4 1




º¼��z²��{tw*�¡| � w*{t���¡| � � ¤ A = 3⇒ A−1 wy¿�{t�(|({�w#��|#rv4��� � ���Rw*��� �
(
A
∣∣ ¶

n

)

��{t��� � |(��zRw ¦ w*{ � w*z��7�� ,~������Rz ¤ w*z
( ∣∣¶

n A−1
)

�l���������� ���"±��,+
-�Â*�µ) � ��	 �±� � � �l�!��	�`� �#	�� ��	(�*���'���! ���" ���¯�J$ �����
��&�	��
·9ª7��7zR��w#�J¨ w*{t�(�>{tw �p�

(A|E3) =




1 0 0
2 6 3
3 4 1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1



→




1 0 0
0 6 3
0 4 1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
−2 1 0
−3 0 1





→




1 0 0
0 1 1

2
0 4 1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
− 1

3
1
6 0

−3 0 1


→




1 0 0
0 1 1

2
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
− 1

3
1
6 0

− 5
3 − 2

3 1




→




1 0 0
0 1 1

2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
− 1

3
1
6 0

5
3

2
3 −1


→




1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
− 7

6 − 1
6

1
2

5
3

2
3 −1




¶j� ¤ wy¬RzR{t� �
A−1 =




1 0 0
− 7

6 − 1
6

1
2

5
3

2
3 −1




³@�Rz �������7w*z £±{}� zR~���� wy{�z7w �Q��~�¬�w � ¶^�g���7� ¤ w � |�w*z � A · A−1 = E = A−1 · A
r � {t�

¬�w*�����7����z7��w*z �Rz7�¸�R{twy����R 
A · A−1 = E �

A · A−1 =




1 0 0
2 6 3
3 4 1



 ·




1 0 0
− 7

6 − 1
6

1
2

5
3

2
3 −1



 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1



 = E
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� {}��£ ~ ��� w*z z��7z w*{�z7w²|��7w*~���w#|�{t�����7w ¨©w ¤ ��ªRz7�R�Rz ¤  ,ª7���R{tw*�(w*z « ��¤ ~���{}|��7���7���Rw#� � �� ¥~�� ����7z ¤ w*z w*{tzRw#�±��w ¤ � � �!��wyz²º»�!|���{}¿ {tz²w*{tzRw�¶j{�z7�Rw*{}|��(����|���{t®#w � {tw* ,wy��z �
��s�¢ � {t�° ,~�����w*z

A
��{}|(|(w � � ¦ w*{ � w*z��7�� ¥~������Rz ¤ w*z�{�zg�7{�w ¦ w*{ � w*z7�(|(�R ,wyzR ,~���� �R� �




0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗
1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗

1 ∗ . . . ∗

0 0




vJ{�w@«zR®¯��� � �7wy� � |(�R ,wyz =
� ¤ (A)

�R£ ~�¬�w*{
A ∈Mn,n (K)

r�« � �(~



1
�

1 r r r
1�

1


 = En

��§u¢ � �� ,~������Rz ¤ w*z���{tzR�gº¼� � |({t� � {}���!|�{t~uz7w*z���{}| � �� ,~������Rz ¤ �(���!|���{t®#w*z�£�~�¬�w*{
¦ wy{ � w*z��R�� ,~������7z ¤ w*z º¼� � |�{}� � {t���!|({�~�zRw*z ��{}| � �� ,~������Rz ¤ �(���!|���{t®#w*z �u~�z � {tz7�����{tzR��r
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��{tzR��r

«zR��wy�����7z ¤7� ¦ �7�L¨ { � �R�7z ¤ �Rwy��¾Bz ��wy���(w*z;º¼�!|(��{}¿%¬�w*z��7|(®#wyz�£±{}��z��7� ¦ w*{ � w*z��7�� ,~������Rz ¤ w*z�r¶j� ¤ wy¬RzR{t� �
(
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∣∣ U
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n

∣∣A
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�������'���! ���"±��,+.- � ���µ��"#	������ �9�!	(��$%���
����&�	(����� �#	�� ��� �¯�
º¼�!|(��{t®¯w*z¡|��7w*~���wy|�{t�����Rw%¨©w ¤ ��ªRz7�R�7z ¤7�

Zt,Zt−1, . . . ,Z2,Z1
¬�w*�7w*�7|(wy|��R{tw º¼� � |�{}� � {}����|({t~uz ��{}|

St,St−1, . . . ,S2,S1
��~uz � {�z<���#r� {t�±£±{t���(w*z �

(St · St−1 · . . . · S2 · S1) · A = E ⇒ (St · St−1 · . . . · S2 · S1) ·E = A−1

«�R ��7wy���z7�Rwy��w*z � w*{}|(w �
B = (St · St−1 · . . . · S2 · S1) ·E = A−1

¨©wy��w#�����Rz ¤ w*z �sur ¶j{�z ¤ �!¬�w �u~�z ¬�w � {twy¬R{ ¤ w*z º»�!|���{t®#w*z
A ∈ Mn (K) � ¾B�(| A ��{tz ¤ � � ���y�W��~���wy����w*z[£±{}�%�R{tw*��(�R�!|�w*��|�wyzR�Q¬�w*{¹�R{tw*�(w*� « �t¤ ~���{t|(�R���R�Q�7���R�7����� �7����wy� zR{t���¡|L£ wy{t|(wy� ¤ w* ,ª7�7��|L£�wy���7w*ze����zRz´rv4w#� 	 ���7zR� � � ¤ (A) � n

��� � ��~ � {�wy ,wy��|4�R{tw ¦ w*{ � w*z7�(|(�R ,wyzR ,~���� ��{tzR�7w*�(|(w*z7�4w*{tzRw � �>� � |(w��R{twz��7�J���R�¸³@� ��� w*z ¬�w*��|�wy�¡| �



0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗
0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗rrr

1 ∗ . . . ∗
0

0 0 0




Æ � ��������" ���¯��$%���
����&�	(�J ����J������Ãµ�����<Ã �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�



���������
	��������������	����
	��������������! ���"#	��� �����$%�����
�'&(	�� )!	��'��	���,+ � Â

§�r «z¡£�w*zR�7�Rz ¤ ��~uz ¦ w*{ � wyz � �7zR� � �>� � |�wyz��R�� ,~������Rz ¤ w*z � A ∈ Mn (K)  En
�uw#����{t|�|�w � �

Z1,Z2,Z1,Z3,Z2, . . .
�
Zn

¬�w*®¯w*{t���Rz7wy|lw*{tzRw ¦ w*{ � wyz��R�� ,~������Rz ¤ �Rz7� Sn
¬�w*®¯w*{����RzRw#|jwy{�z7w � �>� �}�|(w*z��R�� ,~������7z ¤ ¢�r ¦ �<�¸¶j��{�z7zRwy���7z ¤<� ¦ w*{ � w*z7~���wy���!|({�~�zRw*ze�({�z7��º»� � |({}� � {t���!|({�~�zRw*z �u~�z � {�z<���#�� �R� � |(w*zR~���wy���!|�{t~uz7w*z ��{tzR� º¼� � |({t� � {}���!|�{t~uz7w*z ��~uz¼��w*���¡|��¯rgº¼�!|(��{t®¯w*z¡|��7w*~���wy|�{t�����¼¬�wy|�������� �|(wy| �

Zt · Zt−1 · . . . · Z2 · Z1︸ ︷︷ ︸
+ U

· A · S1 · S2 · . . . · St−1 · St︸ ︷︷ ︸
+ V« � �(~ � A � U · A · V = E

rQ·9ª<�4�7{�w@¾Bz ��wy����w%wy� ¤ {}¬R|±�({���� �R����{t| �
U · A · V = E ⇒ A = U−1 ·E · V −1 = U−1 · V −1

⇒ A−1 =
(
U−1 · V −1

)−1
=
(
V −1

)−1
·
(
U−1

)−1
= V · U

«�R� �J¬>�7z ¤ �����R  ¤ �!¬´w¬�wy����zRz¡| � ¨©w*{¹{tz ��wy��|({�wy��w*z�wy{�z7w*� �Q��~��R�7��|(w*� ®¯£�w*{twy�¸º¼�!|���{�®¯w*z��7��wy�¡|
��{t���²�7{�w � w*{t�Rw*z7 ,~ �t¤ wJ�Rwy��Tw#����w@�R�²r³@�Rzg£�~ ��� w*z�£¸{t� U �Rz7�

V
¬´w#|(�������¡|(w*z �

U = Zt · Zt−1 · . . . · Z2 · Z1 ·E« � �(~;{���| U �R���¸¶l� ¤ w#¬>zR{t�¸�7wy����7��®¯w*�(��{ �uw*z ¦ w*{ � wyz��R�� ,~������Rz ¤ w*z���z ¤ wy£���z7�7|±���7  E
r

V = E · S1 · S2 · . . . · St−1 · St« � �(~;{���| V �R���±¶l� ¤ wy¬RzR{t�©�7wy����7��®¯w*�(��{ �uw*z � �>� � |�wyz��R�� ,~������Rz ¤ w*z���z ¤ w#£ ��z7�7|±���R  E
r

� {}�g� �uzRz7w*z � � ��~»w*{�z � ���7w*���¼��z7� � ~ ¤ ®¯� �Rw*� � ���Rwy���¼ ,ª<� ¦ w*{ � w*z��R�� ,~������7z ¤ wyz w*z¡| �£±{t����w � z �
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)

)

∣∣
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¶
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¶
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�
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� �
��

� �� �
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�l���������! ���"±��,+
- � �µ) � ��	 �¸�	� � � �u	����'	(�!+µ ����@)*�����'��	��* �� � �#���  ���"¯	(�
�@{twy�°z��Rz²w*{tzg¨ w*{����>{tw �  ,ª7� A ∈M2 (K) �

A U V(
1 2
4 5

) (
1 0
0 1

) (
1 0
0 1

)

(
1 0
4 −3

) (
1 −2
0 1

)

(
1 0
0 −3

) (
1 0
−4 1

)

(
1 0
0 1

) (
1 2

3

0 − 1
3

)

³@�Rz ¤ { � | �
A−1 = V · U =

(
1 2

3

0 − 1
3

)
·

(
1 0
−4 1

)
=

(
− 5

3
2
3

4
3 − 1

3

)

q<r � w*{
A ∈

	
� (n,K) ⇒ Zt ·Zt−1 · . . . ·Z2 ·Z1 ·E = A ⇒ A−1 = Zt ·Zt−1 · . . . ·Z2 ·Z1

��	���&���	LÀ����!	��
 ���"��¹ÁyÂ*Ã�Ä# ����7Á�Å#Å�- Æ � ��������" ���¯��$%���
����&�	(�J ����4�'����	(�¯��	(�4�l���������� ���"¯	(�



)*	(���
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�'	��� ���"

q<r�q<r�§�s � ��|(®
(III.3.12)

� w*�7w�º¼�!|���{�®¯w�{tz 	
� (n,K)

{t�(|°�R��� �Q��~��R�<��| �u~�z � �� ¥~������Rz ¤ �����!|(��{�®¯w*z �p¶ � w*��w*z¡|(������� �|���{�®¯w*z>¢�r�º¼��z²��� ¤ | � � 	 � (n,K)
£±{t��� �u~�z²¶ � w*��w*z¡|��!�����!|���{�®¯w*z�wy��®¯w*� ¤ |.�� ¦ �7��¶j��{tzRz7wy���Rz ¤7� Sn =

	 ���7�R��w��Rwy� �jwy�����7|(�!|�{t~uz ��~uz
n
¦ { � wy��z»�p¨©{ ��wy��|({���w�«°¬R¬R{ � �R�7z ¤��~uz

1, . . . , n
���R ��({����²�(w � ¬>�(|�¢

�J¬�wy� ¤ ��z ¤ �����!|(��{t®¯w �9¤ w ¤ wy¬�w*z ��w*{ V ��{}|�¨©����{t�
A
�7zR��wy{�z7wy��zRwy�Rw*z ¨©����{t�

A′
r ¦ £ ��z ¤ � � ���7x ¤

¤ { � | �
v′j =

n∑

i=1

tij · vi

³@�Rzg£¸{t���
T = (tij) = MA

A′ (
{��

)
� � � �¬´w#� ¤ ��z ¤ �����!|(��{�®¯w4¬�w*®¯w*{����RzRw#|±��{t|

v =

n∑

i=1

xi · vi =

n∑

i=1

yi · v
′

j

³@�Rz²{t�(|©zR{t���¡|±w*{tzR�7w*{}| � {����g�RwyxRzR{twy��| £ ���±�7{�w �¬´w#� ¤ ��z ¤ �����!|(��{�®¯w@{���| �

v =

n∑

j=1

yj ·

n∑

i=1

tij · vi =

n∑

i=1

·




n∑

j=1

tij · yj


 · vi =

n∑

i=1

xi · vi

·9ª7��7{�w � ~�~����7{�z7��|(w*z¡|�����zR�( ,~������!|({�~�z ¤ { � |©� � �(~ � xi =

n∑

j=1

tij · yj
 ¥ª7�

i = 1, . . . , n
r

v4����{}| ¤ { � |© ,ª<�4�7w*zg������zR�� ¥~������!|�{t~uz7� ��wy��|(~�� �



x1rrr
xn


 = T ·




y1rrr
yn


 ⇔




y1rrr
yn


 = T−1 ·




x1rrr
xn




·9ª7�z7w*�Rw%¨©���({�� � T
�p¨©����{t�(£�w*���7��w � ¢·9ª7�z7w*�Rw � ~<~����R{tzR�!|(w � T−1 � � ~�~����R{tzR�!|�wyz¡£ wy���R�(w � ¢L£ ~�¬�w*{

T−1 = MA

A′ (
{��

)
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���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�



���������
	��������������	����
	��������������! ���"#	��� �����$%�����
�'&(	�� )!	��'��	���,+ � �

UWV�� Y[ZR\^]`_!a<b
(III.4) c�� ] i a�Z f a d b�a<]�� � hli n ����� � _!a � a

	 w ¤ wy¬�w*z � aij ∈ K
�Rz7�

bi ∈ K
r

	 w*�(�R���¡| � � �����7z ¤ wyzg{�z K
 ,ª7�
a11 · x1 + . . . + a1n · xn = b1
a21 · x1 + . . . + a2n · xn = b2rrr rrr r r r rrr rrr rrr rrr
am1 · x1 + . . . + amn · xn = bm

� {}�±����zRz7w*z²�R{tw*��wy� 	 � wy{������7z ¤ ��������|�wy� ���7��� {�z ��w*{tzRw@¨ w*�(|(��zR�7|(w*{ � w4®#wy� � w ¤ w*z �
�7{�w � ~�w
	�®¯{�w*z¡|(w*z7���!|���{}¿

A = (αij) ∈Mm,n (K)

�7w*z � �u�(�Rz ¤ � ��wy��|(~�� x � x =




x1rrr
xn


 ∈ Kn

�7{�w � �u�(�Rz ¤ �����>� � |�w b � b =




b1rrr
bm


 ∈ Km

« � �(~�����zRz7w*zg£±{}�J�7��� 	 � wy{������7z ¤ ��������|�wy� ���7���  ,~ �t¤ w*z7�Rwy�����!��w*z������7��w*{}¬�w*z � A · x = b
r

¶^{tzRw���zR�7wy��w�º � ¤u� {����7��w*{t|9¬�w*��|�wy�¡|��R�!��{tz´���R�!�@����z@�R��� 	 � w*{t�����Rz ¤ �(�����(|(w*� � � ��w*{tzRw � {tzRwy����w«°¬R¬>{ � �R�Rz ¤ ��� � �!��| �
fA (x) = b

��{}|
fA : Kn → Km

·9ª7��7{�w � �u�(�Rz ¤ ����w*z ¤ w L (A, b) ¤ { � | �
L (A, b) = {x ∈ Kn : A · x = b} = f−1

A ({b})

q<r��7rts � �!|�®
(III.4.1)

A · x = b � ���(¬>�!� ⇔ � ¤ (A) =
� ¤ (A| b)«zR��wy�����7z ¤7� (A| b)

£±{}���²� � �¸wy��£�w*{}|�w#��|�w � ~�w
	�®#{tw*z¡|(w*zR���!|���{t¿�¬´wy®#w*{t���7zRwy| �

(A| b) =



a11 · · · a1n b1rrr r r r rrr rrr
am1 · · · amn bm


 ∈Mm,n+1 (K)

¨©w#£ wy{�� � ¦ �7wy����|±®#�<�¶j��{tzRz7wy���Rz ¤ r�¶j� ¤ { � |

� ¤ A =
� ¤


↑ ↑
v1 · · · vn

↓ ↓


 =

�7{��
〈v1, . . . , vn〉 =

�R{t�
fA (Kn)

�Rz7�
A ·



x1rrr
xn


 =

n∑

i=1

xi · vi
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 ���"��¹ÁyÂ*Ã�Ä# ����7Á�Å#Å�- Æ � �¹�<�'��	����
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�
⇒
��¶j� ¤ { � | �

A · x = b

A =




↑ ↑
v1 · · · vn

↓ ↓








⇒ b = x1 · v1 + . . .+ xn · vn

³@�Rz² ¥~ �t¤ |¸�7zR��{}|(|(w � ¬>�!� �
� ¤ (A| b) =

�R{t�
(〈v1, . . . , vn, b〉) =

�R{t�
(〈v1, . . . , vn〉) =

� ¤ (A)
�
⇐
��¶j� ¤ { � | �

�7{��
(〈v1, . . . , vn〉) =

�7{��
(〈v1, . . . , vn, b〉)

(∗)
⇒ 〈v1, . . . , vn〉 = 〈v1, . . . , vn, b〉

⇒ b = x1 · v1 + . . .+ xn · vnv4���±�7w*{t��| �
A ·




x1rrr
xn



 =

n∑

i=1

xi · vi = b

«zR��wy�����7z ¤7� (∗)
 ,~ ��¤ |¸z7����� ¨ ����{t�����R��£ ��� � r·<~ �t¤ wy���7z ¤<� � {t������zRz7w*z�w*{�z7w*ze« ��¤ ~���{}|��7���7�Q®#�<�¸¶jz¡|��(���Rw*{t�R�7z ¤ ª7¬�wy� �R{tw � ���(¬>�!����w*{}| �u~�z

	 � w*{������Rz ¤ �������(|(w*��w*z�wyz¡|.£±{t���uw � z�r¨©w#��w*���7z��Rz ¤ �7w*� � ��z ¤ w*� � ¤ (A)
�Rz7�g� ¤ (A| b)

��{t|�|(w � ��w � w*��w*z¡|(����wy� � �� ,~������7z ¤ wyz´r� |����<��|��<� ��~uz
(A| b) �T� ~������7����w#|�®¯�Rz ¤7� ¶^{tzRw �(��w*®¯{�w �t� w � �u���7z ¤ x0

{t�(|l¬´w#����z7z¡|Q��{}|
A ·x0 = b

q<r��7r�§ � �!|�®
(III.4.2)

¶^� ¤ { � | �
��s�¢

L (A, b) = x0 + L (A, 0)
��§u¢

L (A, 0) ⊆ Kn

��q¡¢��7{��
(L (A, 0)) = n−

� ¤ (A)

� �� ,~������ � {twy���7z ¤ w*z �
��s�¢

A · x = b
£±{}���²� � �¸{�z7�R~���~ ¤ w*z7w*� 	 � w*{t�����7z ¤ �(������|�w*� ¬�w*®¯w*{t���Rz7wy|¯r

��§u¢
A · x = 0

£±{}���²� � �@��®¯� ¤ w*� ����{ ¤ w*��¢��R~���~ ¤ wyzRw*� 	 � wy{������7z ¤ ��������|�wy� ¬´wy®#w*{t���7zRwy|¯r
��q¡¢

L (A, 0)
£±{t���g� � �±���´wy®#{tw �t� w � �����Rz ¤ �Rw*�©�R~u��~ ¤ w*z7w*z 	 � w*{t�����Rz ¤ �(�����(|(w*���L¬´wy®#w*{t���7zRwy|¯r

� ��¢
L (A, b)

£¸{t���e� � ��� ���t¤ w*��w*{tzRw � �����7z ¤ �Rwy�Q{�z7�R~���~ ¤ w*z7w*z 	 � w*{t�����Rz ¤ �(�����(|(w*����¬´wy®#w*{t��� �z7wy|¯r
¨©w#£ wy{�� �
L (A, b) = {x : fA (x) = b} 3 x0

�
x ∈ L (A, b) ⇒ fA (x) = fA (x0) ⇒ fA (x− x0) = 0

⇒ x− x0 ∈
� wy��z

(fA)
r � wy��z

(fA) = L (A, 0) ⇒ L (A, 0) ⊆ Kn Ã
x− x0 ∈ L (A, 0) ⇒ x ∈ x0 + L (A, 0)

r � w*{
x = x0 + u

�
u ∈ L (A, 0)

⇒ A · x = A · (x0 + u) = A · x0 + A · u︸︷︷︸
= 0

= A · x0 = b
�
x0 + L (A, 0) ⊆ L (A, b)

r

«�R�±�Rw#�JvJ{���w*z7��{t~uz7�� ,~�����w �  ,~ ��¤ | �
�R{t�

(L (A, 0)) =
�R{t�

(
� wy��z

(fA)) =
�R{t�

(Kn)−
�R{t�

(fA (Kn)) = n−
� ¤ (A)
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q<r��7r�q 	 ���<� ��� ~����7��z7�����7w*�±¶ � {t��{tzR�!|({�~�zR���uwy�� ,���7��w*z
�Q��{tzR®¯{t� � ¦ wy{ � w*z��R�� ,~������7z ¤ w*z4��z¡£�w*zR�7w*z%���R  (A, b)

��w ��w*z¡|(�Rw �t� £�w*zR{ ¤ w � �>� � |�w*z��7�� ,~������Rz �
¤ wyzg���R  A � �t� wy{�z7w���z¡£ wyzR�Rwyz´rL¶^� ¤ { � | �

L (A, b) = {x : A · x = b}

¨©wy�R���7�7|��7z ¤7�sur ¦ w*{ � wyz��R�� ,~������Rz ¤ w*z����R  (A, b)
��z7�Rwy��z²�7{�w � �u�(�Rz ¤ ����w*z ¤ wJzR{t���¡|#r¨©w#£ wy{�� � (A, b)→ Z · (A, b) = (Z ·A,Z · b) ⇒ L (A, b) = L (Z · A,Z · b)

x ∈ L (A, b) ⇒ A · x = b ⇒ Z · A · x = Z · b ⇒ x ∈ L (Z · A,Z · b)

Z−1 · (Z ·A,Z · b) = (A, b) ⇒ L (Z ·A,Z · b) ⊆ L (A, b)§�r � �>� � |�wyz��R�� ,~������Rz ¤ w*z����R  A �R�!¬�w*z²ª7¬�wy�������7���<¬>�!��w*z ¶j{�z �>�7�����R 
L (A, b) �

L (A · U, b) = U−1 · L (A, b)

¨©w#£ wy{�� � (A · U) · x = b ⇒ A · (U · x) = b
r
U · x ∈ L (A, b) ⇒ x ∈ U−1 · L (A, b)

r
� wy{

A · x = b ⇒ (A · U) ·
(
U−1 · x

)
= b ⇒ U−1 · x ∈ L (A · U, b)

�Q���!��|({��(���Rw «Jz¡£�w*z7�R�7z ¤7�
�p{,¢

A · S1 · S2 · . . . · Sr−1 · Sr = A · U−1 r�« � ��~ U = E · S1 · S2 · . . . · Sr−1 · SrvJ����{}| wy� ¤ {}¬R|©��{t���² ,~ ��¤ w*zR�7w*� � ���Rw*��� �p£�~�¬�w*{ A′ = A · U
¢ �

�({���� � |���z7w ¦ wy{ � w*z��R�� ,~������7z ¤ w*z
(
A
∣∣ ¶

n

)

(
A′
∣∣ U

)

�������'���! ���"±��,+pÁ�Å��µ) � ��	��±�	� � �l��� ��ÇQ�� � +`Ä �#�
���¯� ��� ��	 � �µ�'� �¸�'������� �¯� � �#	����t�����
	��

�p{�{¥¢ ¨ w*�(|({t����w
L (A · U, b)

��{t{�{¥¢
U · L (A · U, b) = L (A, b)

¾Bz �7wy� �Q���!¿�{t� £�wy���Rw*z»� �����7�(|(w*zR� � �R� � |(w*z �uw#��|����7�������7z ¤ wyz ��z ¤ £���zR�<|#�Q�R�²w*� ��zR��~�zR��|�w*z®¯� ��{�w � «J�7 ¥£���zR� {���|¸�7w*z � �����7z ¤ �������R� ®¯�g¬´w#��w*���7zRw*z�r

��	���&���	LÀ����!	��
 ���"��¹ÁyÂ*Ã�Ä# ����7Á�Å#Å�- Æ � �¹�<�'��	����
	QÇ^��	�� � �* ���" ���	� �p�
	��¸	



)*	(���
	���,+ � Á ������	(�¯��	�����"¯	(���.��´+����¯�
�'	��� ���"

q<r��7r�� ¨©w*{t�(�R{�w �  ,ª<� 	 ���<� ��� ~����7��z7�����7w*�°¶ � {���{tzR�!|({�~�zR� ��wy�� ¥���<��w*z
	 w ¤ wy¬�w*zg��wy{´ ,~ ��¤ w*zR�7w*�©{tzR�7~u��~ ¤ w*zRw 	 � wy{������7z ¤ ��������|�wy� �

x + y + w + 4z = 1
x − 2y + 3w = 2

y + w − z = 4

³@�Rz �����7��w*{}¬�w*z £±{t�g�R����{tzR�7~u��~ ¤ w*zRw 	 � w*{t�����Rz ¤ �������(|(w*�  ¥ª7�²�7{�w � w*���Rz��Rz ¤ � � � (A, b) �º¼�!|(��{}¿ �



1 1 1 4
1 −2 3 0
0 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣

1
2
4


→




1 1 1 4
0 −3 2 −4
0 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣

1
1
4




→




1 1 1 4
0 1 − 2

3
4
3

0 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣

1
− 1

3

4


→




1 1 1 4
0 1 − 2

3
4
3

0 0 5
3 − 7

3

∣∣∣∣∣∣

1
− 1

3
13
3




→




1 0 5
3

8
3

0 1 − 2
3

4
3

0 0 5
3 − 7

3

∣∣∣∣∣∣∣

4
3

− 1
3

13
3


→




1 0 5
3

8
3

0 1 − 2
3

4
3

0 0 1 − 7
5

∣∣∣∣∣∣∣

4
3

− 1
3

13
5




→




1 0 0 5
0 1 0 2

5

0 0 1 − 7
5

∣∣∣∣∣∣

−3
21
15
13
5


→




1 0 0 5
0 1 0 2

5

0 0 1 − 7
5

∣∣∣∣∣∣

−3
7
5

13
5




«�R�±�Rw#�Jº¼�!|���{t¿��(|(w �t� wyz�£±{}�°z��Rz²£±{tw*�Rw#�°�R��� 	 � wy{������7z ¤ ��������|�wy� ���7  �
1 · x + 0 · y + 0 · w + 5 · z = −3
0 · x + 1 · y + 0 · w + 2

5 · z = 21
15

0 · x + 0 · y + 1 · w − 7
5 · z = 13

5

⇔

x + 5 · z = −3
y + 2

5 · z = 21
15

w − 7
5 · z = 13

5

« � �(~ ¤ { � |© ,ª7� L (A, b) �

L (A, b) =








−3− 5z
21
15 −

2
5z

13
5 + 7

5z
z




∣∣∣∣∣∣∣∣
z ∈ K





=




−3
21
15
13
5
0




︸ ︷︷ ︸
x0

+ K ·




−5
− 2

5
7
5
1




︸ ︷︷ ︸
= L (A, 0)

¦ � ¤ �7|(wy� � w#|�®�|¸� �uzRz¡|(w*zg£±{}�zR~����²w*{tzRw��Q��~�¬�w@�R�<�����R ¥ªR�7��w*z´r

Æ � �¹������	(�¯��	LÇ^��	�� � �y ���"������ ����	 �©	 �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�



���������
	��������������	����
	��������������! ���"#	��� �����$%�����
�'&(	�� )!	��'��	���,+ � �

q<r��7r�� ¶ � w*��w*z¡|��!��w � �� ,~������Rz ¤ w*z��Rz7� 	 � wy{������7z ¤ ��������|�wy��w
« ���t¤ w*��w*{tzRw ·<~���� � 	 w ¤ wy¬�w*z w*{�zG{�z7�R~���~ ¤ w*z7w*� � {�z7w*�!��w*� 	 � w*{t�����7z ¤ �(������|�w*� A · x = b

r
v4�<����� ¦ w*{ � w*z��7�� ¥~������Rz ¤ w*z²wy���7� � |(w*z[£¸{t�%���R�J�Rwy� � ~�w
	�®¯{�w*z¡|(w*z7���!|���{}¿

(A| b)
wy{�z7w�zR~�� ���{�w#��|�w ¦ w*{ � wyzR�(|(�R ¥w*zR ,~���� �




0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗
1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗

1 ∗ . . . ∗
0rrr

0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b∗1rrr
b∗r
b∗r+1rrr
b∗m




� ~�¬�w*{Q�7{�w � {�z<�uw�º¼�!|(��{}¿ � � � A∗
� � �>� � |�wyz7��wy�����7|(��|({t~uzRwyz¹¢J�7zR�¼�R{twe��w*���¡|(w � �R� � |(w�� � � b∗¬�w*®¯w*{����RzRw#|¸£±{}���´r � {t��7��¬�w*z�¬´w#��w*{}|�� ¤ w*®¯w*{ ¤ | �

L (A, b) = L (A∗, b∗)

�R��£±{t�z��<� ¦ w*{ � w*z��7�� ¥~������Rz ¤ w*z��RzR�g��w*{tzRw � �R� � |(w*z��R�� ,~������7z ¤ w*z ��wy��£���zR�<|J�7�!¬´wyz²�R�
���R ��R{tw ¦ w*{ � w*zR��|��7 ,w*zR ¥~���� ®¯�g�u~�����wyz´r
¨©wy��w#�����Rz ¤ w*z �s � ³@{����¡|¸� �t� w b∗r+1, . . . , b

∗

m = 0⇒
v4��� 	 � w*{������Rz ¤ �������(|(w*� {���|¸z7{����¡| � �u��¬>�!�*r¨©w#£ wy{�� � � wy{Twy|.£�� b∗r+1 6= 0

�>�7��z7z²���<� ¤ w � |�wyz �
0 · x1 + 0 · x2 + . . .+ 0 · xn︸ ︷︷ ︸

= 0

= b∗r+1︸︷︷︸
6= 0

� {}�°wy���7� � |(w*z²� � �(~;w*{tzRw*z � {��7wy���(�7���R���´r
§�r � w*{tw*z[� �t� w b∗r+1, . . . , b

∗

m = 0
r%³@�7z[¬�w*z��7|(®¯w*z½£±{}� � �R� � |(w*z ��wy��|(���7�������7z ¤ w*z¼�R� �R{tw ¦ w*{ �

� w*zR��|��7 ,w*zR ¥~���� �R��®¯�R�(~���|({�w#��w*z �

(A∗| b∗)→




1 0r r r
0 1

C

0 · · · · · · · · · · · · 0
····

····
0 · · · · · · · · · · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b∗1rrr
b∗r
0rrr
0




=




Er C

0 · · · · · · · · · · · · 0
····

····
0 · · · · · · · · · · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b∗1rrr
b∗r
0rrr
0




v4��®¯� � �t�t¤ w*��w*{tz �

A · x =

n∑

i=1

xi · vi

A∗ · x∗ =




↑ ↑ ↑
vi1 vi2 · · · vin

↓ ↓ ↓



 · x∗ =

n∑

k=1

x∗k · vik

x∗k = xik

�
x∗

w*z¡|(�(|(��z7�Rw*z²���7�
x
�7�7����� �7{�wy��w � ¬�w*z �lwy�����7|(��|({t~uzRwyz´r

��	���&���	LÀ����!	��
 ���"��¹ÁyÂ*Ã�Ä# ����7Á�Å#Å�- Æ � �¹�<�'��	����
	QÇ^��	�� � �* ���" ���	� �p�
	��¸	



)*	(���
	���,+ � � ������	(�¯��	�����"¯	(���.��´+����¯�
�'	��� ���"

� {}�°wy���7� � |(w*z²� � �(~; ,~ �t¤ wyzR�Rw@z7w*�Rw � {t|(�R�!|({�~�z �



Er C

0 · · · · · · · · · · · · 0
····

····
0 · · · · · · · · · · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b∗1rrr
b∗r
0rrr
0




→




Er C

0 · · · · · · · · · · · · 0
····

····
0 · · · · · · · · · · · · 0




·




x1rrr
xr

xr+1rrr
xn




=




b∗1rrr
b∗r
0rrr
0




︸ ︷︷ ︸
(∗)

�Rz7�

(∗) =




Er ·




x1rrr
xr


+ C ·




xr+1rrr
xn




0 · · · · · · · · · · · · 0
····

····
0 · · · · · · · · · · · · 0




=







x1rrr
xr


 + C ·




xr+1rrr
xn




0 · · · · · · · · · · · · 0
····

····
0 · · · · · · · · · · · · 0




« � �(~ � 


x1rrr
xr



 + C ·




xr+1rrr
xn



 =




b∗1rrr
b∗r





︸ ︷︷ ︸
+ b∗0v4����{}| ¤ { � |© ,ª<�4�7w*z � �u�(�Rz ¤ �(�����7� �

L (A∗| b∗) =








−C ·




xr+1rrr
xn


+ b∗0

← xr+1 →rrr
← xn →




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xr+1, . . . , xn ∈ K





� w*z7zRw*z £¸{t�w*{tzRw@���´wy®#{tw �t� w � �����Rz ¤ � (b∗1, . . . , b∗r , 0, . . . , 0)
¢��>�(~ ¤ { � | �

L (A∗| b∗) =




b∗1rrr
b∗r
0rrr
0




+









−C · (y)

y




∣∣∣∣∣∣∣∣
y ∈ Kn−r






¾BzR��¬´wy��~uz7�Rwy��w �
b∗r+1 = . . . = bn = 0 ⇔

	 � wy{������7z ¤ ��������|�wy� � �u��¬>�!�
⇔

� ¤ (A) =
� ¤ (A| b)

�R{t�
(L (A, 0)) =

�R{t�
(L (A∗, 0)) = n−

� ¤ (A)︸ ︷︷ ︸
= r

= n− r

v4w#�J« �t¤ ~���{t|(�R���R� � {tw* ,wy��|©w*{tzRw�¨ ���({��	�u~�z
L (A, 0)

r

Æ � �¹������	(�¯��	LÇ^��	�� � �y ���"������ ����	 �©	 �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�



���������
	��������������	����
	��������������! ���"#	��� �����$%�����
�'&(	�� )!	��'��	���,+ ���

UWV�� Y[ZR\^]`_!a<b
(III.5) c�� a�_!a f � ] i Z i _!a i

� {tw*�Rw#���R~ � �7z ¤7� �Rw#| � Mn (K)→ K
�R�Rwy|

(Kn ×Kn × . . .×Kn)︸ ︷︷ ︸
n−

��� �
→ K

v4{tw°v4wy|(wy����{tzR��z¡|(w@{���|¸w*{tzRw@·<�Rz<��|�{t~uz²�7wy� � �R� � |(w*z �uw#��|�~���w*z � �7wy| (A) =
�Rw#|

(v1, . . . , vn)
r

«°¿�{�~���w �
�p{,¢��7wy|

(v1, . . . , vn) = 0
�´ ¥� �t� �wy� i 6= j ¤ {t¬7|°��{}| vi = vj

r¨©wy�R{tz ¤ | � vJ{�w�v4wy|(wy����{tzR��z¡|(w�{t�(|� � |�w#��zR{twy��w*z7� �
�Rwy|

(v1, . . . , vi−1, vi, vi+1, . . . , vj−1, vj , vj+1, . . . , vn)

= −
�Rwy|

(v1, . . . , vi−1, vj , vi+1, . . . , vj−1, vi, vj+1, . . . , vn)

�p{�{¥¢ vJ{�w@vJwy|(wy����{�z7��z¡|�w@{t�(| � {tzRw*�!� �
�7wy|

(v1, . . . , α · vi + β · v′i, . . . , vn) = α ·
�Rwy|

(v1, . . . , vi, . . . , vn) + β ·
�Rwy|

(v1, . . . , v
′

i, . . . , vn)

¨ w*�R{tz ¤ | � v4{tw v4w#|�wy����{tzR��z¡|(w {t�(| w*{tzRw���� � |({ � {�z7w*�!��w�«¬7¬>{ � �7�Rz ¤ ��{}| � w#��|�wyz {tz
K �º¼� � |({ � {tzRw*�!�� ,~����²r

��{t{�{¥¢ �7wy|
(En) =

�Rwy|
(e1, . . . , en) = 1

r^¨©w*�7w*�7|(�Rz ¤7� ³@~�����{twy���Rz ¤
«�R�

(i)− (iii) � v4{tw@v4wy|(wy����{tzR��z¡|(w@{���|¸w*{tzRw@z7~�����{twy��|(w4� � |(wy��z7{�w#��w*zR�7w@º¼� � |�{ � {tzRwy���� ,~����²r
�@���7�7|��(��|(® � ¶j� ¤ {}¬R| ¤ w*zR����w*{tzRw zR~�����{�wy��|�w�� � |�w#��zR{twy��w*z7�Rw%º¼� � |�{ � {�z7w*�!�� ,~���� �<z7��� � {����²�R{twv4w#|�wy����{tzR��z¡|(w@� � �¸·<�Rz<��|�{t~uz²�7wy� � �R� � |(w*z �uw#��|�~���w*z´r� ���R~uz ¤ w*®#wy{ ¤ | � �R{tw@v4wy|(wy����{tzR��z¡|�w@wy{�z7wy� (n× n) � º»�!|���{}¿ ���7���R{tw% ,~ �t¤ wyzR�Rwyz ¶^{ ¤ wyzR�����R��  �|(w*z²�R�!¬�w*z �� {}|(�R�!|�{t~uz � A ∈Mn (K)

�
A = (aij)

�Rw#|
(A) = |A| :=

∑

σ∈Sn

� ¤ z (σ) ·
n∏

i=1

ai,σ(i)

��{t|
σ =

(
1 2 . . . n

σ (1) σ (2) . . . σ (n)

)
,

� ¤ z (σ) = (−1)
#Inversionen

¶^{tzRw@¾Bz ��wy���({�~�z � {tw ¤ | ��~��*�¹ ¥� �t� � i < j
�RzR�

σ (i) > σ (j)
r

«zR��wy�����7z ¤ ®¯�²� ¤ z (Sn)→ {1,−1}
�@~u��~u��~����>�R{t�����R�¯��£�~�¬�w*{

�p{,¢�� ¤ z (σ · τ) =
� ¤ z (σ) ·

� ¤ z (τ)

�p{�{¥¢ � ¤ z (i1 i2 . . . ir) = (−1)
r−1 �>� ¤ z (i j) = −1

��{t{�{¥¢
σ = (i1 j1) · (i1 j2) · . . . · (i1 jr) = (−1)

r

� {t���¡|({ ¤ �({�z7�²�R{tw ¶j{ ¤ w*zR�(���R�� ¥|(w*z �Rw#�4vJwy|�w#����{�z7��z¡|(w � vJ{�w%vJwy|�w#����{�z7��z¡|(w@£±{}���²� � �°·<�Rz7� �|({�~�zg�Rwy� � �>� � |(w*z ��wy��|(~���w*z ���R  ¤ w* ,�!��| �

A =



↑ ↑
v1 · · · vn

↓ ↓


 ∈ Kn ×Kn × . . .×Kn

︸ ︷︷ ︸
n−mal

��	���&���	LÀ����!	��
 ���"��¹ÁyÂ*Ã�Ä# ����7Á�Å#Å�- Æ � ���l	���	(���¸�������y��	(�



)*	(���
	���,+ � � ������	(�¯��	�����"¯	(���.��´+����¯�
�'	��� ���"

¨©{t���7wy�°�R�!¬�w*zg£±{}�° ,~ ��¤ w*zR�7w � ��� � ª7����w ¤ w*®¯~ ¤ wyz �
�p{,¢ � ������w#�������7w � w ¤ w �
�p{�{¥¢

A
�({�z ¤ � � �!� ⇒ �Rwy|

A = 0

��{t{�{¥¢ � wy���R� � |�wyz ¤ w ¤ w*z�ª7¬�wy� � �>� � |�w*z��7�� ,~������Rz ¤ w*z
�p{��7¢

A
��w ¤ � � �!� ⇒ �7wy|

A 6= 0

� �7¢
A · x = b

£�~�¬�w*{
A
��w ¤ � � ����7��| ¤ w*z7���²wy{�z7w � �����Rz ¤7� x = A−1 · b

� ��{,¢��7zR�gz7�����[�7wy� � ������wy���(���Rwyz � w ¤ w ��¤ { � | � xi =

�7wy|
(Bi)�7wy|
(A)

� ��{t{,¢ £�~�¬´wy{
Bi

�R{tw²º»�!|���{}¿
A
{t�(|;{tz �7wy��£±{t���7w*z

i � |(w*z � �>� � |�w*z ��wy��|(~����R�<����� b
wy���(wy|�®�|

�7�!¬´wyz �
Bi =



↑ ↑ ↑ ↑ ↑
v1 · · · vi−1 b vi+1 . . . vn

↓ ↓ ↓ ↓ ↓




q<r���rts � �!|�®
(III.5.1)

«zR��wy�����7z ¤7� «J�7�
(ii)

�7zR�
(iv)

 ,~ ��¤ | � A
��{tz ¤ � � �!� ⇔ �Rwy|

(A) = 0
¬�w*®¯{�wy���Rz ¤ �(£�w*{t��w A��w ¤ � � �!� ⇔ �7wy|

(A) 6= 0
r

¨©w#£ wy{�� � v4{tw�vJwy|�w#����{�z7��z¡|(w�£¸{t��� ¬�w*{����7�R{}|�{ ��w*z � �>� � |(w*z��7�� ¥~������Rz ¤ w*z (iii)
zR{t���¡| ¤ w*��z ��Rw#��|#r � w*{

A = (aij) ∈Mn (K)
�7zR�g��w ¤ � � �!�*rsur � ���<��{t|�| � � {}�J� �����¡|(w*z

A
��~��R�� ,~�����wyz´���R�!�

a11 6= 0
{���| �

A =




6= 0 ∗· · · · · · ∗

∗
····
∗

∗ · · · · · · ∗
····

····
∗ · · · · · · ∗




³@�Rz ¤ {t¬7|¸w*�©®¯£�w*{Wº�� ¤u� {����<�uwy{t|(w*z ���¢
a11 6= 0 � £±{}���g�({�z7�g ,wy��|({ ¤ r¬µ¢
a11 = 0 �

A 




0 ? · · · · · · ?

∗
····
∗

∗ · · · · · · ∗
····

····
∗ · · · · · · ∗




� w*{ � A ��w ¤ � � �!�J{t�(|© ,~ �t¤ | � ¤ (A) = n ⇒ ∃a1i 6= 0
£�~�¬�w*{

i ∈ 2, . . . , n
r�« � ��~ ¤ { � | �

A 




0 ? 6= 0 ?

∗
····
∗

∗ · · · · · · ∗
····

····
∗ · · · · · · ∗




Æ � ���l	���	����¸�'�����y��	(� �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�



���������
	��������������	����
	��������������! ���"#	��� �����$%�����
�'&(	�� )!	��'��	���,+ � Â

³@�Rz²���7�R{twy��w*z £¸{t��R{tw
i � |(w � �R� � |(w%®#�<�Jw#���(|(w*z � �R� � |(w@�Rz7�²wy���R� � |�wyz �

A 




6= 0 ? 6= 0 ?

∗
····
∗

∗ · · · · · · ∗
····

····
∗ · · · · · · ∗




§�r � ���<��{t|�| � ¾Bz �7{�wy��w*� � ���7��{}|�|¸£�~ �t� w*z�£±{t� a12 − a1n
w � {t��{�z7{�wy��w*z´r�¨ {��(�Rwy�° ,ª<� A �

A 




a′11 ? 6= 0 ?

∗
····
∗

∗ · · · · · · ∗
····

····
∗ · · · · · · ∗




³@�Rz²���7�R{twy��w*z £¸{t���²�7��� (
−
a1i

a11

)  ,�����7w��7wy�wy����|�w*z � �>� � |�w@®¯�7� i � |(w*z � �>� � |(w �

A 




a′11 0 · · · · · · 0

∗
····
∗

∗ · · · · · · ∗
····

····
∗ · · · · · · ∗




q<r � ���7��{}|�| � ³@�7z £�~ �t� wyz £±{}�
A
��~[��~��7{txR®#{twy��w*z��^�7�!� £±{}�

A
��~uz �7wy�� ,~ �t¤ wyzR�Rwyz ·<~����

wy���7� � |(w*z �

A 




a′11 0 · · · · · · · · · 0

0 a′22 0 · · · · · · 0

∗ · · · · · · · · · · · · ∗
····

····
∗ · · · · · · · · · · · · ∗




� {}|(�R�!|�{t~uz �

A 




a′11 ∗ · · · · · · · · · ∗

a21 a22 · · · a2n

∗ · · · · · · · · · · · · ∗
····

····
∗ · · · · · · · · · · · · ∗




� �!��w*z
a21 = a22 = . . . = a2n = 0

��~e£����7��w
rgA ≤ n − 1

r±v4���7wy�
∃j ≥ 2

��{t|
a2j 6= 0

r±« � �(~
¤ { � |¸ ,ª<� A �

A 




a′11 0 · · · · · · · · · 0

? · · · · a2j · · · ·

∗ · · · · · · · · · · · · ∗
····

····
∗ · · · · · · · · · · · · ∗




«zR� � ~ ¤ ®#� ~�¬´wyz ����zRzRwyz £±{t�
a22

��~ ��~��R{}x>®¯{�w#��w*z´�°�7�!�
a′22 6= 0

{t�(| �Rz7�
a2i = 0

 ,ª7�

��	���&���	LÀ����!	��
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)*	(���
	���,+ � � ������	(�¯��	�����"¯	(���.��´+����¯�
�'	��� ���"

i = 3, . . . , n �

A 




a′11 0 · · · · · · · · · 0

? a′22 0 · · · · · · 0

∗ · · · · · · · · · · · · ∗
····

····
∗ · · · · · · · · · · · · ∗




� {}�°��wy|(®¯w*z²�R��� � wy�� ,���7��w*z ��zR� � ~ ¤  ¥~���|±�7zR�²wy���R� � |(w*z²�(��� � {�w#� � {t��� �

A 




a′11
�

a′22
a′33 r r r�

a′nn


 = A′

£�~�¬�w*{
a′ii 6= 0

 ,ª7�
1, . . . , n

r � {t�^£±{��(��w*z����R�°£±{t�Qz��7� � �R� � |(w*z��R�� ,~������7z ¤ w*z@¬´wyz��7|(®¯|^�R�!¬�w*z´��R�!���Rwy|
A =

�Rwy|
A′
r�«�R  ¤ ���Rz7�²�Rwy� � {�z7w*�!��{}|��!|± ,~ ��¤ | �

�Rw#|
(A) =

�Rwy|
(A′) = a′11 · a

′

22 · . . . · a
′

nn ·




1
�

1
1 r r r�

1




� w*{}|�wy��w � �>� � |�wyz��R�� ,~������Rz ¤ w*z � {�w* ¥wy��z �

A′ → a′11 · a
′

22 · . . . · a
′

nn ·

(
1 0
r r r

0 1

)
= a′11 · a

′

22 · . . . · a
′

nn · En =

(
a′11 0r r r
0 a′nn

)
= A′′

¶j� ¤ wy¬RzR{t� � A
����z7z �7�7����� � �>� � |�w*z��7�� ,~������Rz ¤ w*z ��~ �7� ¤ w* ,~�����|�£�wy���7w*z´�J�R�!� £±{}�

A′′wy���7� � |(w*z´rQv4{tw@v4wy|(wy����{tzR��z¡|�w@{t�(| � wy{����¡|¸��¬R®#� � wy��w*z �
�7wy|

A =
�7wy|

A′′ = a′11 · a
′

22 · . . . · a
′

nn =
n∏

i=1

a′ii

q<r���r�§ � �!|�®
(III.5.2) � ¶j� ¤ {}¬R|©z��7�Jw*{�z7w@v4wy|(wy����{tzR��z¡|(w

¨©w#£ wy{�� � «z ¤ wyzR~u����w*ze�7wy|#�R�Rwy| ′ wy�� ,ª �t� wyzg�R{tw�¶^{ ¤ wyzR�����R�� ¥|(w*z (i)− (iii)
r�³@�7zg�Rz¡|(wy���(���Rw*{ ��Rwyzg£±{t�°®�£�w*{W·9� �t� w ���¢

A
��w*{´��{tz ¤ � � ��� ⇒ �7wy|

(A) =
�Rw#| ′ (A) = 0

r
¬µ¢

A
�(w*{´��w ¤ � � �!� ⇒ � {}�� �uz7zRw*z

A
�7�7����� � �>� � |�w*z��7�� ,~������Rz ¤ w*z���~e�7�� ¥~�����w*z����R�!��£¸{t�w*{tzRw@º¼�!|(��{t¿

A∗
w#���R� � |�w*z �

A→

(
a∗11 0

r r r
0 a∗nn

)
= A∗

� w ¤ wyzg�Rwy�¶j{ ¤ w*zR�(���R�� ¥| (iii)
 ,~ ��¤ | � �Rwy| (A) =

�7wy| ′ (A) = a∗11 · a
∗

22 · . . . · a
∗

nn

r

Æ � ���l	���	����¸�'�����y��	(� �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�



���������
	��������������	����
	��������������! ���"#	��� �����$%�����
�'&(	�� )!	��'��	���,+ � �

q<r���r�q � �!|�®
(III.5.3)

º»� � |({}� � {t���!|({�~�zR���(�!|�® ,ª7�vJwy|�w#����{�z7��z¡|(w*z
v4w#�Jº¼� � |({t� � {}���!|�{t~uz7���(��|(® ,ª7�v4w#|�wy����{tzR��z¡|(w*z � ���7|(wy| � �Rwy| (A · B) =

�Rw#|
(A) ·

�7wy|
(B)¨©w#£ wy{�� ���¢ ¾B�(|

A
�({�z ¤ � � �!� ⇒ A · B

{t�(|±�({�z ¤ � � �!�*r
� ���Rw*��� �Rw*�±¨ wy£�w*{��(w*� � Kn

f
B // Kn

f
A // Kn¾B�(|

fB
zR{t���¡|°���<����wy��|({��

⇒ fA ◦ fB
zR{t���¡|±�(�7���(wy��|�{ �¹��¨©{ � � (fA ◦ fb) ⊆

¨ { � � (fA)¶^� ¤ { � | �
fA·B = fA ◦ fB ⇒

� ¤ (A ·B) =
� ¤ (fA·B)

¾B�(| � ¤ (A) � n⇒ Kn £±{}���g� �<���R�(|(w*z7�©���R ��Rwyz Kn−1 ��¬ ¤ wy¬R{ � �Rw#| ⇒ v4{tw@¶^{ ¤ w*z7�����7�� �|�w*z �u~�z
fB

��{tzR� {t����w � w�����z¡|¯r¶^�© ,~ �t¤ |©�RzR��{}|(|(w � ¬>�!� � �Rwy| (A · B) = 0,
�Rwy|

(A) ·
�7wy|

(B) = 0
r

¬µ¢
A
��w ¤ � � �!� ⇒ �Rwy|

(A) 6= 0
r � w*{

A
 ,w*�(|©�Rz7�

B ∈Mn (K)
rQ¶^�¸ ,~ ��¤ | �

�Rw#| ′ (B) =

�7wy|
(A · B)�Rwy|

(A)

¦ �²®¯w*{ ¤ w*z � �7wy| ′ (B)
wy�� ,ª ��� |¸�7{�w@¶j{ ¤ w*zR�(���R�� ¥|(w*z (i)− (iii)

⇒
�Rwy| ′ (B) =

�7wy|
(B)⇒

�7wy|
(A) ·

�7wy|
(B) =

�7wy|
(A ·B)v4��®¯� �

B =



↑ ↑
v1 . . . vn

↓ ↓


 , A ·B =




↑ ↑
A · v1 . . . A · vn

↓ ↓




� w#|�®¯w*zg£±{}�°z��Rz {tzg�R{tw@v4wy|(wy����{tzR��z¡|(w@w*{�z��>�(~; ,~ �t¤ | �

⇒
�Rwy| ′



↑ ↑
v1 . . . vn

↓ ↓


 =

�7wy|



↑ ↑
A · v1 . . . A · vn

↓ ↓




�Rwy|
(A)

³@�Rzg£�~ ��� w*z�£¸{t��R{tw@¶^{ ¤ wyzR�����R�� ¥|(w*z (i)− (iii)
 ,ª<�4�7wy| ′ (B)

zR�����¡£�w*{t��w*z �
(i) � ¾B�(| vi = vj

��{t|
i 6= j ⇒ A ·vi = A ·vj ⇒

�Rwy|
(A · v1, . . . , A · vn) = 0⇒

�7wy| ′ (v1, . . . , vn) = 0
r

(ii) � ¶j� ¤ { � | � �Rwy| ′ (E) =

�Rw#|
(A · E)�Rwy|

(A)
=

�7wy|
(A)�7wy|
(A)

= 1

« � �(~;{���|¸���R��� ¶j{ ¤ w*zR�(���R�� ¥| (ii)
wy�� ,ª ��� |#r

(iii) � ¶j� ¤ { � | �
�7wy| ′ (v1, . . . , α · vk + β · v′k, . . . , vn)

=

�7wy|
(A · v1, . . . , A · (α · vk + β · v′k) , . . . , A · vn)�7wy|

(A)

=

�7wy|
(A · v1, . . . , α ·A · vk + β ·A · v′k, . . . , A · vn)�Rwy|

(A)

=
α ·
�Rwy|

(A · v1, . . . , A · vk, . . . , A · vn) + β ·
�7wy|

(A · v1, . . . , A · v
′

k, . . . , A · vn)�Rwy|
(A)

= α ·
�7wy| ′ (v1, . . . , vk. . . . , vn) + β ·

�Rwy| ′ (v1, . . . , v′k. . . . , vn)

v4����{}|¸wy�� ¥ª �t� |©�Rwy| ′ � ��� w@¶^{ ¤ w*z7�����7�� ¥|�wyzg�Rwy�º¼�!|(��{�®¯w*zR ¥�Rz7��|({t~uz
⇒

º¼� � |�{}� � {}����|({t~uzR�(���!|(®�r
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)*	(���
	���,+ � Å ������	(�¯��	�����"¯	(���.��´+����¯�
�'	��� ���"

q<r���r�� ¶^{ ¤ w*z7�����7�� �|�w*z �u~�z²v4wy|(wy����{tzR��z¡|�wyz ¤ w ¤ w*z�ª7¬�wy� ¦ w*{ � w*z��7�� ,~������Rz ¤ w*z
	 w ¤ wy¬�w*zg��wy{ A ��{t|

A =

(
←w1→rrr
←wn→

)

³@�Rzg¬�wy|��������¡|(w*z²£±{}�°�7��w*{ �uwy�������7{�w*�7w*zRw%·9� �t� w ���¢ �(��� � �!��w%º»� � |({}� � {t���!|({�~�z �

�Rwy|



← w1 →rrr
←α · wi→rrr
← wn →


 = α ·

�Rw#|



← w1 →rrr
← wi →rrr
← wn →




¬µ¢ � wy��|(���R�������Rz ¤ ®�£�w*{�w#� ¦ w*{ � w*z �

�7wy|




← w1 →rrr
←wi−1→
← wi →
←wi+1→rrr
←wj−1→
← wj →
←wj+1→rrr
← wn →




= −
�Rw#|




← w1 →rrr
←wi−1→
← wj →
←wi+1→rrr
←wj−1→
← wi →
←wj+1→rrr
← wn →




�y¢ v4���
α �  ,�����7w��Rw#� j � |(w*z ¦ wy{ � w@®#�<� i � |(w*z ¦ wy{ � w@���R�R{twy��| �

�Rw#|



← w1 →rrr
←wi + α · wj→rrr
← wj →rrr
← wn →




=
�Rwy|




← w1 →rrr
← wi →rrr
← wj →rrr
← wn →




v4��� � wy���7� � |(w*z �7wy�;vJwy|(wy����{�z7��z¡|�w�¬´wy{ ¦ w*{ � wyz��R�� ,~������Rz ¤ w*z½{���|%��z7� � ~ ¤ ®¯� �7w*z � �>� � |�w �z��R�� ,~������7z ¤ w*z´rv4{tw±¨©w#£ wy{��(w± ,~ �t¤ w*z��R{}��wy��|����7���Rw*� º¼� � |�{}� � {t���!|({�~�zR�(���!|�®L��{}| �@{ �  ¥w±�Rwy� � �� ,~������7z ¤ ����� �|���{�®¯w*z ���¢ º¼� � |�{}� � {}����|({t~uz ��{}| Mi (α)
��~uz � {tz7��� �

�Rw#|
(Mi (α) ·A) =

�7wy|






1 0r r r
α r r r

0 1


 ·A




=
�Rwy|




1 0r r r
α r r r

0 1


 ·

�Rwy|
(A) = α ·

�Rwy|
(A)

Æ � ���l	���	����¸�'�����y��	(� �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�



���������
	��������������	����
	��������������! ���"#	��� �����$%�����
�'&(	�� )!	��'��	���,+ � -

¬µ¢�º»� � |({}� � {t���!|({�~�z���{}| Vij
�u~�z � {tz7���

�Rwy|
(Vij ·A) =

�Rwy|







1 r r r
1

0 · · · 1rrr rrr
1 · · · 0

1 r r r
1




·A




=
�7wy|




1 r r r
1

0 · · · 1rrr rrr
1 · · · 0

1 r r r
1




·
�Rwy|

(A)

= (−1) ·
�Rwy|

(A) = −
�7wy|

(A)

³@�Rz ¤ { � | � �7wy| (Vij) = −
�Rw#|

(En)
�´�R�

Vij
�R�<����� � wy��|(���7�������7z ¤ ��~uz

i � |(wy���7zR� j � |(wy� ¦ w*{ � w{tz
En

|(����z7�� ,~�����{�w#��|©£±{}����r
�y¢ º¼� � |�{}� � {t���!|({�~�z ��{}| Aij (α)

�u~�z � {tz7��� �

�7wy|
(Aij (α) ·A) =

�7wy|







1 r r r
1

1 · · · αr r r rrr
1

1 r r r
1




· A




=
�Rwy|




1 r r r
1

1 · · · αr r r rrr
1

1 r r r
1




·
�7wy|

(A)

= 1 ·
�Rwy|

(A) =
�Rwy|

(A)
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�'	��� ���"

q<r���r�� � ~����<��w*®¯wy�R| � �Q���!��|({��(���Rw ¨©wy��w*���Rz��7z ¤ �Rw#�JvJwy|(wy����{�z7��z¡|�w
�p{,¢�vJ�7����� � �� ¥~������Rz ¤ w*z�£¸{t��� A

{�z²wy{�z7w 	 wy�(|(� � |±|�����zR�� ¥~�����{twy��|¯�>��~e�7�!�g����z²�R{tw vJw �|(wy����{tzR��z¡|(w��!¬ � w*��w*z�����z7z´r
�p{�{¥¢ ¨ �R���7�R� � |��7z ¤ �Rw#� � wy����zR�7wy���Rz ¤ �Rwy�vJwy|�w#����{�z7��z¡|(w�¬�w*{t� �Q��~u®¯wy�

(i)
r

��{t{�{¥¢ ¶jzR� ¤ w*��|�� � |©�7wy�º»�!|���{}¿ �
��{tw � w@³@� ��� w*z � ~�¬´w#��w@~��Rwy��Rz¡|(wy��w%v��w*{tw*����� ¤ w*�(|(� � |¶^{tzRw � �>� � |�w%~��Rwy� ¦ w*{ � w�¬�w*��|�w*�¡|©z��7����R�±³@� ��� w*z ⇒ �Rw#|

(A) = 0

q<r���r�� ¨©w*{t�(�R{�w �  ,ª<��R{tw vJwy|(wy����{�z7��z¡|�w*z¡¬�wy��w*���Rz��7z ¤
	 w ¤ wy¬�w*zg��wy{ A ��{t|

A =




1 2 3
4 5 6
7 8 9



 r�³@�7z ¤ { � | �

�Rwy|



1 2 3
4 5 6
7 8 9


 =

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
4 −3 −6
7 −6 −12

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
4 −3 0
7 −6 0

∣∣∣∣∣∣
= 0

q<r���r�� � �!|�®
(III.5.4)

º»� � |({}� � {t���!|({�~�zR���(�!|�® ,ª7�¨ � ~������7wy|�w#����{�z7��z¡|(w*z
¨©wy�R���7�7|��7z ¤7�

�Rwy|



� �

� �


 =

�Rwy| ( � )
·
�7wy| ( � )

¨©w#£ wy{�� � � {}�°�Rz¡|(wy���(���Rw*{t�Rwyz²®¯£�w*{W·9� �t� w �·<� �t� ��¢ A ��{tz ¤ � � ���°~��7wy� B �({�z ¤ � � �!� ⇒ ��w*���¡|(w � w*{}|�w
= 0

r

¦ �²®¯w*{ ¤ w*z �



� �

� �



{t�(|¸�({�z ¤ � � �!�*�R�R�!� �7w*{}��|©� ¤




� �

� �


 < n

«z ¤ wyzR~u����w*z A {t�(|¸�({�z ¤ � � �!�*r^v4�7����� ¦ w*{ � wyz��R�� ,~������Rz ¤ w*z����R{tw@�R{tw@v4w#|�wy����{tzR��z¡|(w�zR{t���¡|��zR�7wy��z´�R����z7z
A
{�z² ,~ ��¤ w*zR�7w 	 w*��|�� � |¸|(����z7�� ,~�����{�w#��| £�wy���Rw*z �




0 · · · · · · 0

∗ · · · · · · ∗
····

····
∗ · · · · · · ∗




︸ ︷︷ ︸
+ �

� w*zR�7w*z¼£±{t��z��Rz �R{tw*��w ¦ w*{ � w*z��R�� ,~������7z ¤ wyz ���R ¸�7{�w ¤ w*�(��� |�w�º¼�!|(��{}¿¼��z´�^��~ wy���R� � |�wyz£±{}�w*{�z7w�º¼�!|(��{}¿g�7wy�°·<~���� � 


� �

� �




︸ ︷︷ ︸
#

Æ � ���l	���	����¸�'�����y��	(� �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�



���������
	��������������	����
	��������������! ���"#	��� �����$%�����
�'&(	�� )!	��'��	���,+ � �

v4���L�Rwy{t��| � � ¤ (#) < n⇒
�Rw#|

(#) = 0
r^«zR� � ~ ¤ ��wy�� ,���<��w*z�£±{t�� ,ª<�©�7w*ze·<� �t� ���R�!� B ��{tz ¤ � � �!�{t�(|¯r

·<� �t� ¬¹¢ A �RzR�
B
��{tzR� ��w ¤ � � �!� ⇒ �R�<����� ¦ w*{ � w*z��R�� ,~������7z ¤ wyz�����z7z²����zg�7{�w@º¼�!|���{�®¯w*z

( � )
,

( � )
,




� �

� �




���R ��R{tw% ,~ �t¤ wyzR�Rw 	 w*�(|(� � |�|(����z7�� ,~�����{�w#��w*z �

(
α1 0r r r
∗ αr

)
,

(
β1 0r r r
∗ βs

)
,




α1 0r r r
∗ αr

�

� β1 0r r r
∗ βs




︸ ︷︷ ︸
(##)

¬R��{�z ¤ w*z�r¸³@�Rz ¤ { � | � �7wy| (A) = α1 · . . . · αr
�µ�7wy|

(B) = β1 · . . . · βs
r©v4�7����� £�w*{}|(wy��w �´����zR�( ,~�� ����!|�{t~uz7w*z´�<�R{tw%�R{tw@v4wy|(wy����{tzR��z¡|(w�zR{t���¡| ��wy����zR�7wy��z wy���7� � |(w*zg£±{}�° ,ª7� (##) �




α1 0r r r
∗ αr

�

� β1 0r r r
∗ βs




︸ ︷︷ ︸(
##
#

)

⇒
�Rwy| (##

#

)
=
�Rw#|

(A) ·
�7wy|

(B)
r

q<r���r�� v4wyxRzR{}|�{t~uz
(III.5.a) � �´����z7�(��~uz7{�w#��|�w@º¼�!|���{t¿

AT

tA = AT = (aji)ij

�>£�~�¬�w*{
A = (aij)ij

rLv4{tw@|(����z7�(��~���zR{twy��|(w º¼�!|���{t¿ w*z¡|(�(|(w*�¡|±�R�<����� � �R{�w ¤ w �
� �Rz ¤ �Rwy�º¼�!|(��{}¿���z²�7wy� �@���7�R|(�R{t� ¤ ~�zR� � wyzR¾�¾�¾ �

AT =




a11 a21 . . . an1

a12 a22 . . . an2rrr rrr r r r rrr
a1m a2m . . . anm




«zR��wy�����7z ¤7� v4{tw ¦ w*{ � w*z ��~uz
A
£�wy���Rwyz²�R{tw � �>� � |�wyz �u~�z

AT r
¦ �<�¶j��{tzRz7wy���Rz ¤7�

V

f
→ W

V∗

f∗

← W∗ =
�@~��

(W,K)

λ ◦ f ←� λ

��	���&���	LÀ����!	��
 ���"��¹ÁyÂ*Ã�Ä# ����7Á�Å#Å�- Æ � ���l	���	(���¸�������y��	(�



)*	(���
	���,+ � � ������	(�¯��	�����"¯	(���.��´+����¯�
�'	��� ���"

� wy{
A � v1, . . . , vn

wy{�z7w@¨©����{t� ��~uz
V
�Rz7�

B : w1, . . . , wm
w*{tzRw@¨ ����{t� �u~�z

W
r

v4{tw@�R�7� � w*z²¨ ����w*z � A∗ � v∗1 , . . . , v∗n ��~uz
V∗

�7zR�
B∗ : w∗

1 , . . . , w
∗

m

��~uz
W∗

�R��{t|

w∗

i : W→ K, w∗

i (wj) = δij =

{
0 i 6= j
1 i = j

«zR��wy�����7z ¤7� δij {t�(|©�R��� � ��~�zRw*����wy��������¬�~ � rv4��z7z � MA

B (f) = A, MB
∗

A∗ (f∗) = AT �RzR�²�7{��
(
¨ { � � (f)) =

�7{��
(
¨ { � � (f∗))�p¾�z²�7{�wy��wy� � ~�� � w*���7z ¤ �(���7��wy{t¬�w*z £¸{t��R{tw@«�R� ¤ ��z ¤ ��¬>����{t�©~�¬�w*z´r�¢¨©w#£ wy{�� � � wy{ AT = (ãij)

rQ³@�Rz ¤ { � |© ,ª<�4�7{�w@vJwy|(wy����{�z7��z¡|�w �
�Rw#| (

AT
)

=
∑

σ∈Sn

� ¤ z (σ) ·

n∏

i=1

ãi,σ(i) =
∑

σ∈Sn

� ¤ z (σ) ·

n∏

i=1

aσ(i),i

³@�Rz ��w#|�®¯w
j := σ (i)

�©�R��zRzG{���|
i = σ−1 (j)

r v4{tw � ~u�����<|��!|({���{}|(��|;�Rwy� º»� � |({}� � {t���!|({�~�z
� {�w* ¥wy��| � �Rwy| (

AT
)

=
∑

σ∈Sn

� ¤ z (σ) ·

n∏

j=1

aj,σ−1(j)

³@~����²®¯�²®#w*{ ¤ wyz � � ¤ z (σ) =
� ¤ z (σ−1

) r
� {}�±£�wy���Rwyz² ,ª7�J�R{tw@¨©w*�7���7�R|(�Rz ¤ ®¯£�w*{ �uw#�������7{�wy�Rw*z7w ¨ wy£�w*{t��w@ ,ª7�7��w*z �¾�r
σ = (i1 j1) · (i2 j2) · . . . · (ir jr)

⇒ σ−1 = (i1 j1)
−1
· (i2 j2)

−1
· . . . · (ir jr)

−1
= (i1 j1) · (i2 j2) · . . . · (ir jr)¾�¾�r>{t�

= σ · σ−1 ⇒ 1 =
� ¤ z (

{��
) =

� ¤ z (σ) ·
� ¤ z (σ−1

)
⇒

� ¤ z (σ) =
� ¤ z (σ−1

)
v4���7wy� �

�Rwy| (
AT
)

=
∑

σ∈Sn

� ¤ z (σ−1
)
·

n∏

j=1

aj,σ−1(j)

=
∑

σ−1∈Sn

� ¤ z (σ−1
)
·

n∏

j=1

aj,σ−1(j)

=
∑

τ∈Sn

� ¤ z (τ) ·

n∏

j=1

aj,τ(j)

=
�7wy|

(A)

·<~ �t¤ wy���7z ¤<� vJ{�w°vJwy|�w#����{�z7��z¡|(wu�u� � ��·<�Rz7��|({t~uz��Rwy� ¦ w*{ � w*z ��wy��|(~���w*ze{t�(|Qwy¬�w*zR ,� �t� �^���R�!���!��|(w ���{t��{twy��|©�R�7����� �R{tw@«¿�{t~u��w
(i)− (iii)

wy{�z7wy�°zR~�����{�wy��|�w*z�� � |(wy��z7{�wy��w*zR�7w*zgº¼� � |�{ � {�z7w*�!�� ,~���� r

q<r���r�� � �!|�®
(III.5.5) �	� �!� � ���¯w*�(���Rwy�J¶^z¡|
£±{��(� � �7z ¤ �(���!|(®

	 w ¤ wy¬�w*ze��w*{ A ∈Mn (K)
r
Aij ∈Mn−1 (K)

w*z¡|(�(|(w*�¡|L���R�
A
�7�7��������|(��wy{����7w*z��Rwy�

i � |(w*z ¦ wy{ � w�Rz7�
j � |(w*z � �>� � |�wur �@{�wy�°wy{�zg¨ w*{t�(�>{tw �p�

A =




1 2 3
4 5 6
7 8 9


 , A23 =

(
1 2
7 8

)
, A31 =

(
2 3
5 6

)

¶^�©w*z¡|���|�wy�Rw*z
n2 zRw*�7w º¼�!|���{�®¯w*z�r

Æ � ���l	���	����¸�'�����y��	(� �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�



���������
	��������������	����
	��������������! ���"#	��� �����$%�����
�'&(	�� )!	��'��	���,+ ���

¶^{tzRw�º¼�!|(��{}¿@����zRz ��~*£�~u� � zR�������7wy� i � |�w*z ¦ w*{ � w�� � �l���7����z7�����;�Rw#� j � |�w*z � �R� � |(w©w*z¡|
£±{��(�uw � |£�wy���7w*z �
��s�¢�¶jz¡|.£±{t��� � �Rz ¤ z7����� �Rwy� i � |(w*z ¦ w*{ � w@w*z¡|
£±{��(�uw � | � �Rwy| (A) =

n∑

j=1

(−1)
i+j
· aij ·

�Rwy|
(Aij)

��§u¢�¶jz¡|.£±{t��� � �Rz ¤ z7����� �Rwy� j � |�w*z � �>� � |�w%w*z¡|
£±{��(�uw � | � �Rwy| (A) =

n∑

i=1

(−1)
i+j
· aij ·

�Rwy|
(Aij)

« � �¸¨ w*{t�(�>{tw � £�~ �t� w*z�£±{}�Jz��7z A
zR����� �Rwy�4§ � |(w*z ¦ w*{ � w@w*z¡|.£¸{�����w � z �

�Rw#|
(A) = (−1)

2+1
· a21 ·

�Rwy|
(A21) + (−1)

2+2
· a22 ·

�7wy|
(A22) + (−1)

2+3
· a23 ·

�Rwy|
(A23)

= −4 ·

∣∣∣∣
2 3
8 9

∣∣∣∣+ 5 ·

∣∣∣∣
1 3
7 9

∣∣∣∣− 6 ·

∣∣∣∣
1 2
7 8

∣∣∣∣
= −4 · (18− 24) + 5 · (9− 21)− 6 · (8− 14)

= 24− 60 + 36 = 0

A
{���|¸� � ��~;�({�z ¤ � � �!�*rQ¨ w*{ ¤ w*zR���7wy��w*� �@{tzR��wy�Rw*z £¸{t��� wy����{t���¡| � {t��� �




1
4
7


 − 2 ·




2
5
8


+




3
6
9


 =




0
0
0




� {}�±£�wy���Rwyz²�R{twy�z��7��Rw*z²¨ wy£�w*{t�¸ ,ª7��7{�w@¶jz¡|.£±{t��� � �7z ¤ z7����� �7wy� i � |(w*z � �>� � |(w% ,ªR�<��w*z�r� wy{
A ¤ w ¤ wy¬�w*z ��{}|

A =




← v1 →rrr
← vi →rrr
← vn →




v4{tw@v4w#|�wy����{tzR��z¡|(w �u~�z
A
{���|¸z��Rz w*{tzRw@·<�Rz<��|�{t~uz �Rwy� ¦ wy{ � w*z ��wy��|�~���w*z �

�Rwy|
(A) =

�Rwy|
(v1, . . . , vi−1, vi, vi+1, . . . , vn) =

�Rw#|

v1, . . . , vi−1,

n∑

j=1

aij · ej , vi+1, . . . , vn




=

n∑

j=1

aij ·
�Rwy|

(v1, . . . , vi−1, ej, vi+1, . . . , vn)

=
n∑

j=1

aij ·
�Rwy|




a1,1 . . . a1,j−1 a1,j a1,j+1 . . . a1,nrrr rrr rrr rrr rrr
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j ai−1,j+1 . . . ai−1,n

0 . . . 0 1 0 . . . 0
ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j ai+1,j+1 . . . ai+1,nrrr rrr rrr rrr rrr
an,1 . . . an,j−1 an,j an,j+1 . . . an,n




��	���&���	LÀ����!	��
 ���"��¹ÁyÂ*Ã�Ä# ����7Á�Å#Å�- Æ � ���l	���	(���¸�������y��	(�



)*	(���
	���,+ � � ������	(�¯��	�����"¯	(���.��´+����¯�
�'	��� ���"

³@�Rz² ¥~�����w*z�£±{t�±£�w*{}|(wy��R� �

�Rw#|
(A)

(∗)
=

n∑

j=1

aij · (−1)j−1 ·
�7wy|




a1,j a11 . . . a1j−1 a1,j+1 . . . a1,nrrr rrr rrr rrr rrr
ai−1,j ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . ai−1,n

1 0 . . . 0 0 . . . 0
ai+1,j ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . ai+1,nrrr rrr rrr rrr rrr
an,j an,1 . . . an,j−1 an,j+1 . . . an,n




(#)
=

n∑

j=1

aij · (−1)
i+j−2

·
�7wy|




1 0 . . . 0 0 . . . 0
a1,j a11 . . . a1j−1 a1,j+1 . . . a1,nrrr rrr rrr rrr rrr
ai−1,j ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . ai−1,n

ai+1,j ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . ai+1,nrrr rrr rrr rrr rrr
an,j an,1 . . . an,j−1 an,j+1 . . . an,n




=

n∑

j=1

aij · (−1)
i+j
·
�7wy|

(Aij)

«zR��wy�����7z ¤7�
¦ �

(∗) � �l������£ wy{��(w*� � w#��|����7�����7w*z½�7wy� � �R� � |(w*z´�´��~��R�!�²�7{�w j � |�w � �>� � |�w�{�z[�R{tw�w#���(|(w� �>� � |�w@ª<¬´w#� ¤ w*�¡|@� j − 1
� ���7��{t|�|�w!¢�r

¦ �
(#) � �l���!��£�w*{t��wy� � w#��|����7�����7w*z �7wy� ¦ w*{ � wyz´�l��~²�7���½�R{twy¬

i � |(w ¦ w*{ � w�{tz»�7{�w�wy���(|(w
¦ w*{ � w�ª<¬�wy� ¤ wy�¡|%� i− 1

� ���<��{t|�|(w�¢�r
v4{tw � �!� � ���#w � ¶jz¡|.£±{t��� � �7z ¤ wy��� � ¤�� {t���¡|4w*{�z7we��wy���7����{ �uw�¨©wy��wy���Rz��7z ¤ �u~�z»vJwy|(wy����{�z7��z¡|�w*z
� � {�we{t�(|4w*�Rwy� ��~uz |(�Rw*~���wy|({��(���Rw#�%¨©w*�7w*�7|(�Rz ¤ �9�7�g���R� 	 ��ª7zR�7w*z �Rwy� �lwy�� ,~�������zR�¯w�z7{����¡|
�R������|({}����¬�w � rQ¶l��� � ¤�� {t���¡|Q���7����wy{�z7w¸��wy���7����{ �uwv4wyxRzR{}|�{t~uz ��~uz�vJwy|�w#����{�z7��z¡|(w*z�¬�w � {twy¬>{ ¤ wy�
	 � ����wur

q<r���rts�� ¶l� ¤ ��zR®¯�Rz ¤ ®#�<� � w*{}¬>z7{�®¯�����7w*z²v4w#|�wy����{tzR��z¡|(w*zR ¥~�����w � Sn

·9ª7�
Sn ¤ { � | � Sn : σ =

(
1 2 . . . n

σ (1) σ (2) . . . σ (n)

) �
σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}

¨ { ��w#��|�{t~uz

q<r���rtsus vJwyx>z7{t|({�~�z
(III.5.b) � ¾Bz �uwy����{t~uz

	 { � |© ,ª7� (i, j)
��{}|

i < j
�¹�7���

σ (i) > σ (j)
��~;���R��{t���¡|°����z �u~�z²w*{tzRwy�°¾Bz ��wy����{t~uz�r

¨©wy{����>{tw �  ,ª7�J¾Bz �uwy����{t~uz � � w*{ σ ¤ w ¤ wy¬�w*zg��{}| �
σ =

(
1 2 3 4
3 4 2 1

)

·<~ �t¤ w*z7�Rw �l������w���{tzR� ¾�z ��wy���({�~�zRw*z � (1, 3) , (1, 4) , (2, 3) , (2, 4) , (3, 4)
r

Æ � ���l	���	����¸�'�����y��	(� �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
���¡Ã  ����'+,���¯������ �����Ã �!	�����������!�



���������
	��������������	����
	��������������! ���"#	��� �����$%�����
�'&(	�� )!	��'��	���,+ � Â

q<r���rts�§ vJwyx>z7{t|({�~�z
(III.5.c) � � ¤ z (σ) := (−1)

#Inversionen

·9ª7� ��wy�Rw%¾Bz �uwy����{t~uz²~��Rwy�°������zR���´~���{}|�{t~uz
τ ∈ Sn ¤ { � |¸� ¤ z (τ) = −1

r
« � �(~ ¤ { � | �
�p{,¢�� ¤ z (σ) = 1 ⇔

«Jz7®#��� � �Rwy�©¾Bz �uwy����{t~uzRwyz {t�(| ¤ wy�����7w � σ {t�(|�w*{tzRw ¤ wy�����Rw��jw#�����<|�� �|({t~uz
�p{�{¥¢ � ¤ z (σ) = −1 ⇔

«zR®¯��� � �Rwy�e¾Bz ��wy���({�~�zRw*z {t�(|��Rz ¤ wy�����7w � σ {t�(| w*{tzRwg�7z ¤ w#�����Rw�lwy�����7|(�!|�{t~uz
«�R Q�7{�w*�(w%«��|J�Rz7� � w*{t��w@¬R�����7���Rwyz½£±{}�

(n− 1) + (n− 2) + . . . + 2 + 1 = n·(n−1)
2 =

(
n
2

)

� wy� ¤u� w*{����Rwur^v4{tw*�¸{t�(|¸ ¥ª7� ¤ ��~���w σ zR{t���¡|±��w*�<�±�R���!��|({��(���´r

q<r���rts!q � w*����� (III.5.6) �
i, j ∈ {1, . . . , n}

·9ª7� ��w*�7w*�
σ ∈ Sn ¤ { � | � � ¤ z (σ) =

∏

i<j

σ (j)− σ (i)

j − i
¨©w#£ wy{�� � � wy{ m �7{�w@«zR®¯��� � �7wy�·7w*� � ��|���z7�Rw ��~uz

σ
rLvJ��zRz ¤ { � | �

∏

i<j

(σ (j)− σ (i)) =




∏

i<j

σ(i)<σ(j)

(σ (j)− σ (i))


 · (−1)

m
·
∏

i<j

σ(i)>σ(j)

|σ (j)− σ (i)|

= (−1)m∏
i<j (j − i) (−1)m

∏

i<j

|σ (j)− σ (i)|

= (−1)
m
∏

i<j

(j − i)

¨©wy{W�Rwy� � wy|(®¯|(w*z 	 � wy{������7z ¤ �7��|°����z²��{t���²®¯� ª7¬�wy��®¯w*� ¤ w*z´�>�R�!�g�7{�w@¬�w*{t�Rw*z �Q��~<�7�7��|(w ¬R{�����R ��R{tw � wy{��7w*zR ,~ ��¤ w4�7{�w ¤�� w*{t���7w*zg·<����|(~���w*z w*z¡|��7� � |(w*z´r

q<r���rts �
(III.5.7) � � �!|(®#w ª7¬�wy�°�7��� � { ¤ z��R�

¶^� ¤ { � | �
�p{,¢�� ¤ z (σ ◦ τ) =

� ¤ z (σ) ·
� ¤ z (τ)

�¡� ¤ z : Sn → ({1, . . . , n} , ·)
{t�(|l¶j�R{���~����>�7{��(���R� �u~�z 	 ���7� ���w*z�r

�p{�{¥¢ � ¤ z (i1, . . . , ir) = (−1)r−1

��{t{�{¥¢ � ¤ z (σ−1
)

=
� ¤ z (σ)

¨©w#£ wy{�� �¦ �
(i) �

� ¤ z (τ ◦ σ) =
∏

i<j

τ (σ (j))− τ (σ (i))

j − i
=
∏

i<j

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)
·
∏

i<j

σ (j)− σ (i)

j − i

v4�[�R���;®�£�w*{t|(w��Q��~��R�<��| ¤�� w*{t��� � ¤ z (σ)
{���|g�p ,~ ��¤ |��7{t��w#��|;���R�;~�¬>{ ¤ w*z � wy����� (III.5.6)

¢��
¤ wyz�ª ¤ |¸w*�¸®¯�²®#w*{ ¤ wyz´�>�7�!���7���±wy���(|(w �Q��~��R�<��| ¤u� w*{t���g� ¤ z (τ)

{t�(|¯r

��	���&���	LÀ����!	��
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∏

i<j

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)
=

∏

i<j

σ(i)<σ(j)

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)
·
∏

i<j

σ(i)>σ(j)

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)

=
∏

i<j

σ(i)<σ(j)

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)
·
∏

i>j

σ(i)<σ(j)

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)

=
∏

σ(i)<σ(j)

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)

v4�
σ
¬>{ ��wy��|({�� {t�(|¯�±w*z¡|(�R� � | �7{�w*�(w*� � w#|�®�|�w �Q��~��R�7��|¯�±¬>{t�����7  � w*{t�Rw*z7 ,~ �t¤ wu� �R{tw ¤�� wy{����7w*z

·<����|(~���w*z²£±{�w ∏
i<j

τ (j)− τ (i)

j − σ
=
� ¤ z (τ)

r
¦ �

(ii) � � w*�7w*� σ ∈ Sn � �!��|%��{t��� � � � �Q��~��R�7��| ��~uz»�´����z7�(��~u�({t|({�~�zRw*z �7�!���(|(w �t� w*z �p�R{}��wy��|(w
·<~ �t¤ wy���7z ¤ ���7� (i)

¢ � σ = τ1 ◦ . . . ◦ τk
�¹�´r'�´r^� ¤ z (σ) = (−1)k r

σ = (i1 · · · ik)
{t�(|�wy{�z ¦ ��� � �R���7wy� � ��z ¤ w �¹�¸��r���r σ � �!��|��({���� ���R��� {tz  ¥~ �t¤ w*z7�Rwy��·<~����� � �@wy{�z �Q��~��7�7��| ��~uz

k − 1
¾Bz ��wy����{t~uz7w*z¼�R�!����|�w �t� w*z � σ = (i1i2) (i2i3) · · · (ik−1ik)

r�« � ��~²{t�(|� ¤ z (σ) = (−1)
k−1

¦ �
(iii) � ��{tw*�Rw@vJwyx>z7{t|({�~�z (III.5.a)

«�R�
(i)

�Rz7�
(ii)

wy���R� � |�wyz £±{}�;®�£�w*{ � ����{���z¡|(w*z  ,ª<�e�R{tw��7���!��|�{t�����7wg¨©w#��w*���7z��Rz ¤ �Rw*� � { �
¤ z��7��� �
��¾(¢

σ = (i1, . . . , ir) (ir+1, . . . , is) (is+1, . . . , iz) . . . = z1 · . . . ·zk
£�~�¬�w*{

zi
wy{�z ¦ ��� � �7���7wy� � ��z ¤ w

ri
{t�(|¯r�³@�Rz ¤ { � |© ,ª7�� ¤ z (σ) �

� ¤ z (σ) = (−1)r1−1+...+rk−1

��¾�¾(¢
σ =

∏ �´����zR����~u��{}|({�~�zRw*z �

σ =
r∏

k=1

(ik, jk) ,
� ¤ z (σ) = (−1)r

¨©wy{����>{tw ���
σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
6 5 7 2 3 1 4 10 8 9

)

¦ w#� � w ¤ �Rz ¤ {tz ¦ ��� � w*z � (1 6) (2 5 3 7 4) (8 10 9)
rj« � �(~4� ¤ z (σ) = (−1)

2−1
·(−1)

5−1
·(−1)

3−1
= −1

r
³@�Rz ¦ wy� � w ¤ �7z ¤ £¸{t� σ {tz²�´����z7�(��~u�({t|({t~uz � (1 6) (2 4) (2 7) (2 3) (2 5) (8 9) (8 10)

r
« � �(~ � � ¤ z (σ) = (−1)

7
= −1

r

q<r���rts � �lwy������zRw*z¡|(w � � z ¤ w � ���(|(w*� �Q��~�¬ � w*� �Rwy� � ~u�e� � wy¿�{}|��!|(�(|(�Rw*~���{tw
� wy{

A ∈
	
� (n,K)

rQ³@�Rz²{t�(| �lwy���
(A)

�p�R{tw �jwy������z7w*z¡|�w!¢��Rw#x>zR{twy��|©� � �
�lwy���

(A) =
∑

σ∈Sn

n∏

i=1

ai,σ(i)

�lwy���
(A)

{���|¸���Rz � {t���²�Rw#� � w*{}¬>z7{�®¯�����7w*z²v4w#|�wy����{tzR��z¡|(w*zR ¥~�����w � r
�Q��~�¬ � w*� � �����7zRw �t� w�¨©w#��w*���7z��Rz ¤ �^�7w*zRz»�R{tw�·7~�����w � {t�(|%wy¿���~�zRw*z¡|({�� � � ~u�e� � wy¿¹r�v�r'�»�R{tw
� w*���RwyzR�����7��{}|(|(w@£������R��wyz ��{}|

n! ≈ nn = en·log(n) ≥ 2n r
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q<r���rts � vJwyx>z7{t|({�~�z
(III.5.d) � «¸���(�Rz ¤ {�w#��|�w%º¼�!|(��{t¿����

(A)

v4{tw@�������7z ¤ {�wy��|�w%º¼�!|(��{}¿����
(A)

{t�(| ¤ w ¤ wy¬�w*z �7�7����� ��� (A) :=
(
(−1)i+j ·

�7wy|
(Aij)

)

ijv4{tw � ~���®#wy{����7w*z � {tw* ,w#��z w*{tz � ���R�����¡¬R��wy|(|(���7�(|(wy� �

(−1)
i+j

=




+ − + · · ·
− + − · · ·
+ − + · · ·rrr rrr rrr r r r




q<r���rts � � ��|(®
(III.5.8)

� wy{
A ∈Mn (K)

rQ³@�Rz ¤ { � | �
(ad (A))

T
·A =

�Rw#|
(A) · En¨©w#£ wy{�� �

(ad (A))
T
· A =

(
(−1)

i+j
·
�7wy|

(Aij)
)T

ij
· (aij) = (bij)

« � �(~ ¤ { � |© ,ª7� ��wy�Rw*�¸wy{�z7®#w � zRw bij �

bij =
n∑

k=1

(−1)i+k ·
�7wy|

(Aik) · akj

=

n∑

k=1

(−1)
i+k
· akj ·

�7wy|
(Aik)


¸¬>{ ¤ w � �� ,~������Rz ¤ ��wy����|�wy�Rw*z�£±{t�¸� � ��¶^z¡|.£±{t��� � �Rz ¤ zR�����g�7wy� i � |�w*z � �R� � |(w��Rwy�¸v4wy|(wy����{ �zR��z¡|(wur
¾Bz

A
£±{}���¼�R{tw

i � |�w � �R� � |(w ¤ wy�(|���{����Rw*z¼�Rz7� �7�7����� �7{�w
j � |(w � �>� � |�w�wy���(wy|�®�|¯r ³@�Rz |(��wy|�wyz

®�£ wy{ �uw#�������7{�wy�Rw*z7w ·9� �t� w@���7  �
��¾(¢�·9ª<�

i = j � bij =
�Rwy|

(A)

��¾�¾(¢�·9ª<�
i 6= j � bij = 0

�¡�7�£±{}�Lw*{tzRw º»�!|���{}¿�wy���R� � |(w*z��¡�Rw#��w*z i � |�w¸�7zR� j � |(w � �R� � |(w±{��7w*z¡|�{t����({�z7�´r
v4���7wy� �

(ad (A))T ·A =

( �Rw#|
(A) 0r r r

0
�7wy|

(A)

)
=
�Rwy|

(A) · En

¾Bz �uw#����w*z¡¬R{ � �R�7z ¤ w*{tzRwy�Jº¼��|���{}¿ � A {tz ��wy��|({�wy��¬>�!�
⇔
�7wy|

(A) 6= 0
r±v4wy���R� � ¬½ ¥~ �t¤ |° ,ª<�@{�z ��wy� �|({�wy��¬>�!��w%º¼��|���{t®#wyz �

A−1 =
1�7wy|
(A)
· (ad (A))

T
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)*	(���
	���,+�Â�Å ������	(�¯��	�����"¯	(���.��´+����¯�
�'	��� ���"

¨©wy{����>{tw ���� wy{
A ¤ w ¤ wy¬�w*z ��{}|

A =

(
α β
γ δ

)

�Rz7�[�(w*{9�Rw#|
(A) = α · δ − β · γ 6= 0

r±·9ª<�@�R{tw���� ���Rz ¤ {twy��|(w�º¼�!|(��{t¿²���
(A)

��¬�w*®¯{tw*���Rz ¤ �(£�w*{t��w�R{tw�|�����zR�(��~�zR{twy��|(w@��� ���Rz ¤ {twy��|(w%º»�!|���{}¿
(
���

(A))
T  ¥~ �t¤ | �

���
(A) =

( �Rwy|
(A11) −

�7wy|
(A12)

−
�Rw#|

(A21)
�7wy|

(A22)

)
=

(
δ −γ
−β α

)
, (

���
(A))

T
=

(
δ −β
−γ α

)

v4����{}|¸wy� ¤ {t¬7|¸�({����² ¥ª7��R{tw@{�z ��wy���(w%º»�!|���{}¿
A−1 �

A−1 =
1

α · δ − β · γ
·

(
δ −β
−γ α

)

�Q��~�¬´w �
A ·A−1 =

(
α β
γ δ

)
·

1

α · δ − β · γ
·

(
δ −β
−γ α

)

=
1

α · δ − β · γ
·

(
α · δ − β · γ −α · β + α · β
γ · δ − γ · δ α · δ − β · γ

)

=
α · δ − β · γ

α · δ − β · γ
·

(
1 0
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)

³@�Rzg��w*z7zRw*zg£±{}�°®�£ wy{Wº�� ¤u� {t���7��w*{}|�w*z ®#�<�J¾Bz ��wy���(w*z¡¬�wy��w*���7z��Rz ¤7�
��¾(¢�·<~�����w �
��¾�¾(¢ ¦ w*{ � w*z��7�� ,~������Rz ¤ w*z ��~uz

(A|E)
z7����� (

E|A−1
)

¾Bz²�(�R��|(wy��wyz � ~�� � w*�(�Rz ¤ w*z�£�wy���Rw*z²z7~<���²��wy�7�°º�� ¤�� {t���7��w*{}|�wyz w*z¡|.£¸{�����w � |#r·<~ �t¤ wy���7z ¤<� �Rwy|
(
���

(A)) = (
�Rwy|

(A))
n−1

 ,� �t� �¸�7wy| (A) 6= 0 �
(
���

(A))
T
·A =

�Rwy|
(A) · En

⇒ (
���

(A))
T

=
�Rw#|

(A) · A−1

⇒
�7wy| (

(
���

(A))T
)

=
�Rw#| ( �7wy|

(A) ·A−1
)

⇒
�Rw#|

(
���

(A)) = (
�Rw#|

(A))
n
·
�Rwy| (

A−1
)

⇒
�Rw#|

(
���

(A)) = (
�Rw#|

(A))
n
· 1
� ���

(A)

⇒
�Rw#|

(
���

(A)) = (
�Rw#|

(A))n−1

� {}�°�R�!¬�w*z² ,~ ��¤ w*zR�7w����(���R~�zg¬´w#����z7z¡|�w!¢ ¶^{ ¤ w*z7�����7�� ¥|�wyzg�Rwy�vJwy|�w#����{�z7��z¡|(w�¬�w*z��7|(®�| �
�7wy|

(α ·M) =
�Rwy|

(α · v1, . . . , α · vn) = αn ·
�Rw#|

(v1, . . . , vn) = αn ·
�7wy|

(M)
�7wy| (

AT
)

=
�7wy|

(A)

¨ � w*{}¬R|©®#�²®¯w*{ ¤ w*z � �Rwy| (
A−1

)
=

1�7wy|
(A)¨©w#£ wy{�� �

A ·A−1 = E ⇒
�7wy| (

A · A−1
)

=
�7wy|

(E)⇒
�Rw#|

(A) ·
�7wy| (

A−1
)

= 1⇒
�7wy| (

A−1
)

=
1�Rwy|
(A)

 ,ª<�J�7wy|
(A) 6= 0

r

Æ � ���l	���	����¸�'�����y��	(� �y�����<���������¸������Ã �±������	��±���
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q<r���rts � ¨ w*��wy�����Rz ¤ w*z�®#� 	
� (n,K)

« ���t¤ w*��w*{tz ¤ { � | �
	
� (n,K) = {A ∈Mn (K) : A

{�z ��wy��|({twy��¬>�!�
}

A
{tz �uwy��|�{twy��¬R���

⇔
�7wy|

(A) 6= 0 ⇔
� ¤ (A) = n

¨©wy��w#�����Rz ¤ w*z �surQ«Jz7®#��� � 	 � (n,Fp) =
«zR®¯��� � 	 � (n,Z/pZ) = (pn − 1) · (pn − p) · . . . ·

(
pn − pn−1

)
§�r

Aij (α)
�
Mi (β)

��{}|
α, β ∈ K∗ = K \ {0} ⇒ � w*�Rwg��w ¤ � � �!��w²º¼�!|(��{}¿»{���| �Q��~��7�7��| ��~uz

¤ w#£±{��(��w*z Aij (α)
�7zR�

Mi (β)
r�º¼��z²��� ¤ | � Aij (α)

�Rz7�
Mi (β)

wy��®¯w*� ¤ w*z 	
� (n,K)

r
q<r � ��w*®¯{�w �t� w � {�z7w*�!��w 	 ���7�7��w � � (n,K)

�
� (n,K) := {A ∈

	
� (n,K) :

�Rw#|
(A) = 1}

¨©wy�R���7�7|��7z ¤7� � � (n,K)
{���|¸w*{tzRw � z¡|�wy� ¤ ���<�R��w%�Rwy� 	

� (n,K)

�p{,¢��7wy|
(A · B) =

�7wy|
(A) ·

�Rwy|
(B) ⇒

�
� (n,K)

{t�(| �7z¡|�wy�;�Rwy�eº¼� � |({t� � {}���!|�{t~uz �!¬ ¤ w ��(��� � ~u�(��w*z�r
�p{�{¥¢ 	 ���7�R��w*z7�!¿�{�~���w �

�Bs!¢ ¶^{tzR�(w � w*��w*z¡| En ∈
�
� (n,K)�
§�¢ «����~�®#{t�!|�{ ��{}|��!| ��wy��wy��¬R|°��{t��� ��~uz �7wy� 	

� (n,K)��qu¢ ¾Bz �uw#����w*�±¶ � wy��wyz¡| � �Rwy| (
A−1

)
=

1�7wy|
(A)¶j¿�{t�(|(w*z7® �

�7wy| (
A−1

)
=

1�7wy|
(A)

n.V.
=

1

1
= 1

� �¡¢ � � (n,K)
£±{}���²wy��®¯w*� ¤ | ��~uz²�7w*z Aij (α)

 ,ª<�
i, j ∈ 1, . . . , n

�
α ∈ K

�7r � � (n,Z) = {A ∈Mn (Z) :
�7wy|

(A) = 1}
r � � (n,Z)

{t�(|J���R��� 	 ���7�R��w � E
�W«���(~u®¯{��!|({���{}|(��|¯�

«°¬ ¤ wy����� � ~�����wyzR�Rwy{t|�� � �!�*r¾Bz �uw#����w*�±¶ � wy��wyz¡| �
A−1 =

1�Rwy|
(A)
·
(
(−1)i+j · |Aij |

)
=
(
(−1)i+j · |Aij |

)

︸ ︷︷ ︸
(∗)

∈
�
� (n,Z)

«zR��wy�����7z ¤7� (∗)
{t�(| ¤ ��zR®¯®#��� � { ¤ r
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