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Kapitel IV: Normalenform und Eigenwerttheorie

4.1

Kapitel (IV.1): Eigenwerte, Eigenvektoren

4.1.1 Definition (IV.1.a): Eigenwert, Eigenvektor, Eigenraum

Gegeben sei ein Endomorphismus f: V — V beziehungsweise A € M,, (K)

(i)

(ii)

(iii)

A € K heifit Eigenwert von f beziehungsweise A wenn gilt:

F#£0: f(v) =X -v bezichungsweise Jx cK"\{0}:A-z=X\-z

Gilt f (v) = X-v mit v # 0, so heifft v ein Eigenvektor von f zum Eigenwert ).
Analog: gilt A-z =)z mit z # 0, so heifst + Eigenvektor von A zum Eigenwert
A

Eig(\, f) ={ve V: f(v) =A-v} wird als Eigenraum von f zum Eigenwert \ be-
zeichnet.

Analog: Eig(\, A)={z € K": A-2 =\ 2} wird als Eigenraum von A zum Eigen-
wert A\ bezeichnet.

Achtung: Im Eigenraum ist auch {0} enthalten, obwohl Null kein Eigenvektor
gemif obiger Definition ist.

4.1.2 Beispiele fiir Eigenwerte

a) Drehung um einen Winkel o im R?, wobei der Ursprung Drehpunkt ist.

Es handelt sich um eine lineare Abbildung. Um die Matrix aufzustellen betrachten

wir

was passiert wenn wir die einzelnen Spaltenvektoren (hier e; und e;) um einen

Winkel o drehen:

A A
R2 | R
€2
o || cos(@)
cos(a) €1 — sin(a)
Abbildung IV-1: Drehung von e; um « Abbildung IV-2: Drehung von ez um «

Damit ergibt sich folgende Matrix fiir eine Drehung um den Winkel a:

Die

det

sin (o)  cos ()

D, = ( cos () —sin (o) >

Determinante von D, ist ebenfalls leicht zu berechnen:

cos (o) —sin(a)

det (Da) ~ | sin (a) COos (a)

' = cos? (@) +sin? (a) = 1

(Do) =1, d.h. eine Drehung erhilt den Mafstab.
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Seite IV-2 Lineare Algebra I - Vorlesung

Nun wollen wir die Eigenwerte berechnen: D, -z =\ - z.
Aus geometrischen Griinden folgt: Fiir o # 0, 7 gibt es keine Eigenvektoren.

Fiir o = 0 beziehungsweise o = 7 gilt:

(1) @« =0: Dy = id, dann ist Dy -z = z = jeder Vektor z # 0 ist Eigenvektor zum
Eigenwert 1.

(2) a=m D, =—id, dann ist D, -z = —x = jeder Vektor z # 0 ist Eigenvektor zum
Eigenwert —1.

b) Drehung um einen Winkel o im C?, wobei der Ursprung Drehpunkt ist.
Also: D, : C? — C>.

Nun miissen wir folgendes komplexes Gleichungssystem losen:

cos (o) —sin(a) x x
. . =\
sin (&)  cos (@) Yy Yy
Wir multiplizieren obiges Gleichungssystem aus:

x-cos(a) —y-sin(a) =

x-sin(a)+y-cos(a) = Aoy
Anschlieffend fassen wir alle Terme mit = beziehungsweise y zusammen und erhalten:

x - (cos(a) —A) —y-sin(a) =
z-sin(a)+y- (cos(a) =) =

Nun suchen wir solche )\, die nicht triviale Losungen gestatten.

Wire A reguliir: A-2=0 = 2=A"1.-0=0 Also notwendige Bedingung:

. . . cos(a) — A —sin(a) |
) ist singulir = sin (a) cos(a) — A |~ 0

( cos(a) — A —sin(a)
sin (@) cos (o) — A
= (cos(a) —\)? +sin’ (@) =0
= M —-2\-cos(a)+1=0

Diese Gleichung ist in C immer 18sbar: \; 5 = cos (o) £ - sin (o) = e*ie.
A1,2 reell - genau fiir a =0, 7.

Bisher: )\ ist Eigenwert = )\ — 2\ - cos(a) +1 = 0.

Behauptung:

Die Umkehrung gilt auch: \? — 2\ cos(a) +1 =0 = )\ ist Eigenwert.

Beweis:
2 oy - cos(a) — A  —sin(a) |
A —=2X-cos(a)+1=0 = sin () cos (@) — A =0
cos(a) — A —sin(a)
- e ( sin («) cos (@) — A =1
=A

§1: Eigenwerte und Eigvektoren http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script



Kapitel IV: Normalenform und Eigenwerttheorie Seite IV-3

4.1.3 Satz (IV.1.1)
Sei A € M,, (K). Dann gilt:
(i) A €K ist Eigenwert < det(A\-E—A)=0

(ii) Ist A\ Eigenwert = Eig(\,A)=L(A-E—A,0)
mit dim (Eig(\, A))=n—rg(A-E— A)

Beweise:

(i) “="” X Eigenwert = Jx#0:A-2=X-2 = (A E—-A)-z=0.

Das heift: dim(L (A\-E — A4,0)) # {0}, dim(L(A-E—-A4,0))>1 = rg(A\-E—A)sSn
= (A-E— A) nicht regulir = det(A\-E—-A)=0.

“=det(AV-E-A)=0 = (A-E—A) ist singulir, rg(A\-E—A) Sn

= dimLAXNE-A4)>1 = 3x#£0:(AVE-A4)-2=0 & A-zx=X\z

(i) z€ Eig(\A) & X z=Az & WNE-A).z=0 < zecL(AE-A0)
Anmerkung: Dieser Beweis ist eine beliebte Aufgabe in der miindlichen Priifung, da
er viele Elemente der linearen Algebra auf kompakte Art und Weise kombiniert.

Alternative Berechnung von Eigenwerten

Wir wissen: det (A — A - E) = 0. Es gibt zwei Moglichkeiten Eigenwerte zu berechnen:
Axz=X-z2 & Az—-XN-E-2=0

Nun miissen wir uns nur iiber den Zusammenhang zwischen det (B) und det (—B) klar
werden.

Es ist leicht zu sehen, daB fiir B € M, (K) gelten muf: det (—B) = (—1)" - det (B)

4.1.4 Gestalt von det (A-E — A)

Zuerst wollen wir uns die Leibnizsche Determinantenformel ins Gedichtnis zuriick-
rufen

det (4) = Y sgn (o) [[aion
oeS, i=1

Wir richten unser Augenmerk auf die n Faktoren: Aus jeder Zeile wird ein Faktor
ausgewihlt, so daff jede Spalte einmal vertreten ist.

Annahme: Wir wiirden aus zwei verschiedenen Zeilen zwei Elemente aus derselben
Spalte auswéihlen:

Abbildung IV-3: Auswahl zweier Elemente aus derselben Spalte

Wir kénnen aber diese Auswahl nicht treffen, da es sich bei ¢ um eine Bijektion
handelt.
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4.1.5 Beispiel fiir n = 3 (die Sarrussche Regel)

Es gilt:

det [ az1 aze a3 = Q11 G22-a33 + 12 - G23 - A31 + G413 * (21 - A32

—a31 - a22 - aA13 —a32 - a3 - a11 — a3z - a1 - a12

Die Sarrussche Regel ist hdufig aus der Schule bekannt.
Anmerkungen zu den Vorzeichen:

Betrachten wir nur den Term a5 - as3 - a3 so gilt:

(; 3 ?)(123) = sgn(123)=(-1)*'=1 = +

Analog: a13 - a2 - asz2:

( ;) ? g ) =(132) = sgn(132)=(-1)>"'=1 = +

Aber: ais - ag * asl:

< :1% ; :1)) > =(13) = sgn(13)=(-1)*'t=-1 = -

Die restlichen Terme sind analog zu behandeln - siehe auch sgn (0) (Definition: (ITL.5.c)).

Hier nun noch einmal die Regel von Sarrus zum Merken:

+ 4+ 4+ - = =
ail a12 ais a1 ai2

a1 Qg2 az3z’ a1 a2
asz1” ag2’ “asz " aszl a3
Abbildung IV-4: Regel von Sarrus

Nun wollen wir eine Formel fiir det (A - E — A), wobei (\-E — A) € M,, (K), entwickeln.
Wir wissen:

A— a1 a2 - —Q1n
—a91 A — a9 . —a9on
det(\-E— A) = . . . ] = Z + (n — fache Produkte)
—an1 —Qp2 ... A —Qnn

Fiir die Summe der n-fachen Produkte gilt nun:
>+ (n—fache Produkte) = (A—a11)-(A—ag) ...- (A= ann)
+c¢o - (n—2) — fache Produkte der Form (A —q;;)...+¢,

wobei ¢; Konstanten sind.

Wir erhalten also:

det (\-E — A) :ﬁ(/\—aii)—i—icj-)\"_j =\ -\t -zn:aiiJerj-A"—i
j=2 i=1

i=1 j>2
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4.1.6 Definition (IV.1.b): Spur der Matrix

Die Spur der Matrix ist definiert als Spur (A4) := zn:aii
Also gilt fiir det (A\-E — A): -
det(\-E— A) = A" —Spur (A) - \" ' +do- N2+ ... +d,
Zur Bestimmung von d,, setzen wir A = 0 und erhalten:
e auf der linken Seite: det (\-E — A) =det (—A) = (—1)" - det (A)

e auf der rechten Seite: d,

Also: d,, = (—1)" - det (A)

4.1.7 Definition (IV.l.c): Charakteristisches Polynom
Das charakteristische Polynom einer Matrix ist definiert als

det(\-E—A)=\"—Spur (A4)- A" ' ... 4+ (=1)" -det (A)

4.1.8 Satz (IV.4.2)

Die Eigenwerte einer Matrix sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

Anmerkung: Das charakteristische Polynom, zu einer Matrix A, wird in vielen Bii-
chern mit X 4 bezeichnet.

4.1.9 Beispiele fiir die Berechnung von charakteristischen Polynomen

(i) Sei A € M (K) mit A = ( ?; ? ) Nun gilt fiir X4 (\):

’Z(/\—a)-(k—@—ﬁ-v:)?—)\- (a+0) + (a-6-5-7)
N—— N———
Spur (A) (—1)° - det (A)

(i) Nun sei K = R. Wir miissen also die Lésungen von \? —a - A+ b = 0 bestimmen.
Mittels quadratischer Erginzung erhalten wir:

(-5 5

Diese Gleichung hat eine reelle Lésung falls

(12
ZbeO@aQ—Zlsz (%)

Bei der letzteren Form spricht man auch von der Diskriminantenbedingung. Fiir A
ergeben sich damit als Losungen:

a 1
)\172:§:|:§ (1274b
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Jetzt wollen wir noch untersuchen wann A keine reellen Eigenwerte besitzt. Es gilt: A
hat keine reellen Eigenwerte wenn \?> — (o +0)- A+ (a-d — 3-v) = 0 keine reelle Lésung
hat. Nach (x) gilt dafiir

& (a+6)>>4a-6—48-~
s a2 —20-6462+46-v>0
& (a—6)>24+48-7>0
Achtung: A hat in diesem Fall keine reellen Eigenwerte, wohl aber komplexe Eigen-

werte.

Fiir A € M,, (C) hat A immer Eigenwerte, da laut dem Fundamentalsatz der Algebra
jedes Polynom
2"4a 2" T4 4+a,=0

mit a; € C (genau n) Lésungen hat.

4.1.10 Satz (IV.1.3):

Sei V ein endlich erzeugter K-VR mit Basis 2 = {a1,...,a,} und f € Endg (V).

Dann sind die Eigenwerte von f genau die Eigenwerte von M3 (f). Insbesondere sind
die Eigenwerte von MY (f) unabhiingig von der Wahl der Basis.

Beweis: Sei (I)g[{ VoK Isomorphismus mit f(v) = &y’ (M3 (f) - (v)) fiir alle

a; = €;

v €V, also gilt fiir alle v € V'\ {0}, A e K:
fy=Xxv & &x" (MI(f) Pa(v)) =X Oy (P (v) = Py (A+ Do (v))

& MI(f)- o=\
Bemerkungen:

(i) Die Eigenvektoren von MY (f) hiingen aber von der Wahl der Basis ab, denn
v~ ®g (v) bei gleichen Eigenwerten.

(if) M3 (f) = My (id) - M3 (f) - M3 (id)
—— ——
=T =T
Generell gilt: Unter A— T~! . A-T bleiben die Eigenwerte invariant,
falls T € GL (n,K). Sogar das charakteristische Polynom bleibt gleich denn

det (A E, — A)=det (T""(\-E, —A4)-T) = det(T"'\-E, - T-T ' -A-T)
= det(\-E,—T ' A-T)

4.1.11 Zusammenfassung

f:V =V linear, v € V \ {0} heifft Eigenvektor, falls 3\ € K mit f (v) = A - v, A heifst

Eigenwert. Sprich: v ist ein Eigenvektor zu Eigenwert ).
Eigenraum zu \:
Eig{veV: f(v) = X-v} = {0} U {Eigenvektoren zu A}
Eig (), f) <V, denn
Eig(\, f) =Kern (f — X -idvy)
Spezialfall: V=K", f = fa: 2 — A2 (Matrizentheoretische Fassung)
Charakteristisches Polynom: X 4 (\) := det (- E — A) (Im Fischer: det (A — \-E))
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4.2 Kapitel (IV.2): Polynomringe

Problematik von Polynomen und Polynomfunktionen
Beispiele fiir Polynomfunktion:

e R—R, f(X)=X3+4X2-2

® L3z — L3z, f(X) =X? X

o L/sz — L/szy f(X)= X"~ X?
In R sind Polynom und Polynomfunktion identisch.
InZ/s; gilt: 0 —0=0,1 -1=0,2"-2=0 = f(X)=X3-X=0inZ/s.
Analog: In Z/57 gilt: f(X) =X -X2=0

Problem: Funktionen sind Nullfunktionen, sehen aber nicht so aus = Unterscheidung
zwischen Polynomen und Polynomfunktionen.

Anmerkung zur Terminologie: Gegeben sei f mit

fzzn:ai'Xi
i=0

a; wird als der i-te Koeffizient von f bezeichnet.

4.2.1 Definition (IV.2.a): Gleichheit von Polynomen

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins:

R[X]:= {Zai~Xi:n€No,ai ER}
=0

Gegeben seien f, g mit
n

f:Zalei, g:ij~Xj
i=0 j=0
OBdA: n<m: f=g< Firi=0,1,...,nt a; =b;, firi=n+1,...,m: b; =0.
Hier ein Beispiel:

0-X°+1-X'=0-X°+1-X"+0-X?

4.2.2 Definition (IV.2.b): Addition von Polynomen

Seien f,g gegeben wie oben. OBdA: n = m (Ansonsten fiillen wir mit Nullen auf)

n

Frg=2 ai- X'+ bj- X7 =3 (ar+b) X"
i=0 J=0

k=0

4.2.3 Definition (IV.2.c): Multiplikation von Polynomen

Seien f, g gegeben wie oben.

n m n+m n+m k
VR STIE I DoTiEs) I off B oS ISR o O weRts) FE
i=0 =0

k=0 \i+j=Fk k=0 \i=0
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4.2.4 Satz (IV.2.1): R[X] ist ein kommutativer Ring mit Eins.

Zur Erinnerung: Ein kommutativer Ring mit Eins ((R, +,-)) muf folgende Eigenschaf-
ten erfiillen:

(i) (R,+) ist abelsche Gruppe
(ii) (R,-) ist kommutative Halbgrup e mit Eins
(iii) Distributivgesetz

Beweis: (R[X],+) ist abelsche Gruppe

Assoziativitit: zu zeigen: (f+9g)+h = f+ (g+ h) - folgt direkt aus der Assoziativitit
in K.

Kommutativitit: zu zeigen f + g =g+ f - folgt direkt aus der Kommutativitéit in K.

Nullelement:
Orx) = »_0- X’

Additives Inverses:

<ZaZXl> = (7aZ)Xl
1=0 =0

Beweis: (R[X],) ist kommutative Halbgruppe mit Eins.

Wir werden bei diesem Teil des Beweises die Assoziativitit nach der Distributivitit
zeigen.

Kommutativitit: zu zeigen:

(zn:ale) ibj'Xj — ibj'Xj (zn:ale)
1=0 7=0 7=0 :

Klar, da (R,-) kommutativ.
Distributivgesetz: Ubungsaufgabe 7 auf Ubungszettel 2.
Eine Anmerkung zur Notation: 0- X +0- X!+ 1. X? =: X2. Allgemein:

k
a-XF=0-X'4+0 X'+, 40 X" +a XF =) a X
i=0

wobei a; = qa fiir i = k und a; =0 fiir ¢ S k.

Nachpriifen:

k
Z a; - X' = wirkliche Summe der Polynome
1=0
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Assoziativitit: Wir werden die Assoziativitéit mit Hilfe der Distributivitit zeigen. Es
gilt:

=0

= [(ao- X+ .. 4an-X") (bo- X4 ...4bm-X™)] (co- X+ ... +c X"

Distr. _ _
= Summe der [(ai-XZ) . (bj-X])} . (ck-Xk)
beziehungsweise
(Z%"Xi>' ij-Xj .<ch.Xl>
i=0 j=0 1=0
= (ao- X+ .. 4an-X") [(bo- X0+ ... 4 by X)) (co- X0+ ...+ X"
Distr.

= Summe der (a;- X') - [(b; - X7) - (cr - X")]

Nun bleibt (wegen der Distributivitét) die Assoziativitit folgender Produkte zu zei-
gen:
[(@-X7) - (b0-X7)] - (c- XF) = (a-X7) - [(b-X7) - (e~ XT)]
Dazu: o
+J
(a- X" (b-X7)=> dy-X*
k=0

wobei die dj; von folgender Gestalt sind:
de=(0-X"40-X"+...40- X" +a-X)-(0-X°4+0-X"+...40- X" +b- X7)
Fiir k£ <i+j: dp =0, fiir Kk =i+ j: dr = a-b. Damit ergibt sich:
(a-X")-(b-X7)=a-b- X"t
Mit diesem Zwischenergebnis kénnen wir nun die Assoziativitit zeigen:
Fiir die linke Seite gilt: [(a- X*)- (b- X7)] - (c- X') = (a-b) - c- XHIH
Fiir die rechte Seite gilt: (a-X")-[(b- X7) - (c- X')] =a-(b-c) - X*+UD

Die linke und die rechte Seite sind gleich, da in (R, ) die Koeffizienten und in (Ny, +)
die Exponenten assoziativ sind.

Einselement: 1gx) =1- X0

Noch eine Anmerkung zur Notation:
e a- X* wird als Monom bezeichnet (in manchen Biicher auch als Term)
o ¢ ist der Koeffizient des Monoms

e X* ist ein Term: Monom mit Koeffizient Eins.

e Jedes Polynom ist die Summe von Monomen:

n
g a; - X' = Summe von Monomen a; X"
1=0
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4.2.5 Einbettung von R als konstante Polynome in R [X]

R — R[X], a— a- X". Leicht zu zeigen: injektiv, Ringhomomorphismus.
Ab jetzt: R~ R[X],a=a-X° f=ag+a - X'+...+ap- X"

”<—” symbolisiert die Einbettung von R in R [X].

Fiir die Eins- und Nullelemente gelten:

Irg =1rx), Or=0Ogrx]

Konvention: Wir kénnen Monome mit Koeffizienten Null weglassen. Zudem kénnen
wir bei Monomen mit Koeffizienten Eins den Koeffizienten weglassen:

0+1-X'4+0-X24+0-X3+1-X*=X+Xx*

4.2.6 Definition (IV.4.d): Grad eines Polynoms

grad(f)=n & f=a+a-X+...+a, X"

mit a, # 0. Konvention: grad (Nullpolynom) = —co oder nicht definiert.

4.2.7 Satz (IV.2.2): Gradformel

Sei R Integritéitsbereich (= nullteilerfreier kommutativer Ring mit Eins). Dann gilt
in R[X]:

(i) grad(f+g) < max{grad(f),grad(g)}, sogar
grad (f + g) = max {grad (f) ,grad (g)}, falls grad (f) # grad (g).
(ii) grad(f-g) = grad (f) + grad (g)
Beweis:
(i): Seien f und g gegeben mit f = zn:ai X', an #0, 9= bj- X', by #0

i=0 §=0
In diesem Fall sei n # m, etwa n < m. Fiir f + g folgt:

fHg=(ag+bo)+(ar+b1) - X+...4(an+by) X" +bpp1- X" p . b, X"

= Behauptung.
Falls n=m: f+g=(ao+bo)+ (a1 +b) - X+...4+ (an+b,)- X" = Behauptung.
(77): Seien f und g gegeben mit

fzzn:ai-xi, an # 0, gzibj-xj, b # 0
i=0 j=0
Nun gilt:
n m n+m k
(Z%'Xi)' ij-Xj - Z( ai'bk—i)'Xk
=0 j=0 k=0 \i=0

= Z (Monome vom Grad < n+m)+ay, - by, - X"

Wenn R Integrititsbereich ist muf a,, - b, # 0 sein = Behauptung.
Beispiel: Sei R=7/,7 =F4 (R ist in diesem Fall kein Integrititsbereich):

(a+b-X)’=a?>+2-a-b- X +b X?
Fiir b=2: (a+b-X)*=a2oder (1+2-X)>=(3+2-X)>=1in F,.
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4.2.8 Definition (IV.4.e): Normierung

f normiert :& f=ap+a;- X +...+1- X" wobei grad (f) =n.

Fiir ein beliebiges R (kein Integritdtsbereich notwendig) mit normiertem f gilt:

grad (f - g) = grad (f) + grad (g)

4.2.9 Satz (IV.2.3): Division mit Rest

Sei K ein Koérper und seien f,g € K[X], g # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte
Polynome ¢, r mit

() f=g-q+r

(ii) » =0 oder grad (r) < grad (g)

Beispiel: X*+1=(X>+X+2) - (X>-X—-1)+3-X+3
Beweis: Wir werden zuerst die Eindeutigkeit und dann die Existenz beweisen:

Eindeutigkeit:

f=gq+r=g-d+r" = g-(@@-d)=r"-r
Angenommen: r #1° = Alle Polynome # 0
Wenden wir nun die multiplikative Gradformel (IV.2.2) an so folgt:

grad (¢) +grad (¢ — ¢') = grad (' — )

Wir erhalten einen Widerspruch, da grad (' —r) < grad (¢g) und grad (¢’ — ¢) > 0.

Also: =1 =0=g-(¢—¢'). Da g # 0 nach Voraussetzung folgt analog zu oben mit
Hilfe der Gradformel ¢ = ¢'.

= Eindeutigkeit.

Existenz:

Per Induktion nach grad (f), f #0.

IA: grad (f) = 0: trivial, grad (f) =n >0

IS: Sei a, #0, grad (f,) <n-—1

Nun unterscheiden wir zwei Fille:

1. Fall: grad(g) >n = q¢=0,r=f.

2. Fall: grad(g)=m<n = g=by, -X"+..., b, #0.

Esist f —a,-b;'- X" .g ein Polynom vom Grad <n —1=: f.

Nach Induktionsvoraussetzung: f = g- g+ r. Einsetzen liefert:

f=(an by - X" 47) g+
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4.2.10 Division mit Rest im K [X]

Anmerkung: K ist natiirlich ein Korper. (f =¢-g+r, r = 0 oder grad (r) < grad (g)
fiir g #0)

Analog zu Z: a=¢q-b+r, wobei 0 <r < |b|. ¢ und r sind beide eindeutig.

(Z und K [X] sind Beispiele fiir Euklidische Ringe)

Zur Erinnerung:

Sei R Integritdtsbereich (¢-b=0=a=Vb=0)

Teilbarkeitsbeziehung: a|b:< 3c: a-c=b.

Eigenschaften:

(i) albAalc=a|(x-b+y-c) fiir z,y € K

(ii) Seia-b#0. a|bA bla< a=c¢c-b. ¢ wird als Einheit bezeichnet: ¢ -7 =1
Beweis zu (i)
“<” Klar.

“=" qglbAbla e b=c-aha=d-b=b=cd-b&b-(1—cd) =0. Dab#0 laut
Voraussetzung: 1 = cd, ¢ Einheit.

4.2.11 Allgemeine Anmerkungen zur Teilbarkeitslehre

Zur Erinnerung:
a) d =ggT (a,b) wobei a#0,b#0

() dlandlb

(ii) ela A e|b= e|d (schluckt anderen Teiler)

e Allgemein: Definition des gréfiten gemeinsamen Teiler
e Existenz: Im Allgemeinen nicht vorhanden

e Im Fall der Existenz nur bis auf Einheiten als Faktoren festgelegt
b) m =kgV (a,b)

(i) alm A blm

(ii) a|nAbln= m|n
e Im Fall der Existenz: Bis auf Einheit als Faktor festgelegt.
Anzahl von ggTs und kgVs:

e In N: nur jeweils ein ggT und ein kgV.

e In 7: zwei ggTs und zwei kgVs
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4.2.12 Teilbarkeit in K [X]

Seien f,g € K[X].

Teilbarkeit: f|g< Ihe K[X]: g=f-h.

Einheit in K [X]: f Einheit < grad (f) =0 (Das heifit: f =a € K[X]\ {0})
Beweis:

“=” f=aeK[X]\{0},g=a"t=f-g=1

“=» f.g=1. Nach der Gradformel folgt: grad (f) + grad (¢) = grad (1) =0
= grad (f) =grad (g) =0, da grad (-) € No.

4.2.13 Existenz des ggT (f,g) fiir K[X]| /Existenz einer Zerlegung in irreduzieble
Polynome

Zuerst wollen wir noch einmal 7Z betrachten:

Warum existiert ein ggT (a,b) in Z? Die Menge der gemeinsamen Teiler von a und b
ist endlich und es existiert ein grofiter (beziiglich der Ordnung) gemeinsamer Teiler.

Eigenschaft (ii) des ggT (a,b) folgt aus der Primfaktorzerlegung:

a = ]:[pap7 b= Hpﬁp = ggT (CL, b) = 4+ Hpmin{ap,ﬁp}

Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung:

Hpap Hpvp & Vp:id, <,

Analog iiber die Primfaktorzerlegung kénnen wir das kgV (a,b) definieren:

a = Hp%,b = Hpﬁp = kgv (a,b) _ inmax{ap,ﬁp}

4.2.14 Teilbarkeitslehre in K [X]

Die Einheiten in K [X] sind die konstanten Polynome # 0.

Beispiele:

(a) R[X]: f=X3-8,g=X2+X+1

(J:3—8) : (x2+a:+1) = X?2422+4
—($3—2x2)
2% — 8
7(2x2—4x)
4z -38
— (4 - 8)
0

= 2%-8=(z—-2)(2*+22+4) g ist in R [X] irreduziebel.
(b) Q[X]: 2'% — 4 wahrscheinlich keine irreduziblen Faktoren
(¢) R[X]: ' — 1 hat Faktoren: (z —1), (z+1), (z* +1)

Es ist leicht zu ersehen, daf} eine Faktorisierung mit hohem Rechenaufwand, also auch
mit vielen Problemen, verbunden ist.
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4.2.15 Definition (IV.2.f): irreduzibel

Ein Polynom f heift irreduzibel < grad (f) > 1, f hat keine Zerlegungen in Grad-
kleinere Faktoren von Grad > 1

4.2.16 Satz (IV.2.4): Polynome: ggT, kgV, irreduzieble Faktoren
Gegeben sei der Polynomring K [X] iiber den Kérper K.

(i) Es existieren ggT und kgV

(ii) ggT (f,9) -kgV (f,g) =const.- f-g

(iii) Die Faktorisierung in irreduzieble Polynome ist eindeutig, bis auf Reihenfolge
und konstante Kaktoren # 0.

Beweisskizze: Euklidscher Algorthmus fiir Polynomdivision f = f1, g = fo:

fi = q-fo+f3 f3 =0V grad (f3) < grad(fs)
Falls f35 #0 fo = @ fith f3=0Vgrad (fs) < grad(f3)
Falls f;_1 #0 fice = qi—2-fic1+ fi fi =0V grad (f;) <grad (f;_1)
Falls f; #0 fic1 = qi—1- fi+ fira fix1 =0V grad (fiy1) < grad (f;)

Der Algorithmus terminiert, da grad (f;) immer kleiner wird und eventuell Null wird.
Dies bedeutet, das wir nach maximal grad (f;;1) Schritte berechnen miissen. Irgend-
wann ist f;_1 = ¢;—1 - fi + 0, i maximal. Aus dieser Gleichung kénnen wir den ggT

ablesen: ggT (f,g) = fi.
Bisher: Die Existenz des ggTs folgt direkt aus dem Euklidschen Algorithmus.

Nun gehen wir zur Faktorzerlegung iiber.

Behauptung: Es existiert eine Faktorzerlegung in irreduzieble Polynome.
Beweis: Per Induktion nach grad (f) > 1

“grad (f) = 1" Unméglich, da f=g¢g-h, grad(g), grad (h) >1 = grad(f) > 2.
“grad (f) =n™

e f ist irreduziebel = fertig

e Sonst: f=g-h, 1 <grad(g), grad (h) < grad (f)
Nach Induktion: g = Hpi p; irreduziebel, h = qu g; irreduziebel.

= f=g-h=]]n[]u

Eindeutigkeit durch Ubergang zum normierten Polynom.
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Erweiterter Euklidischer Algorithmus:

geT(f,9)=A-f+B-g
wobei A, B € K [X] - der euklidische Algorithmus liefert A und B.
Konsequenz:

I) Existenz:

e In Z: p ist Primzahl: p|r-s= p|rV p|s
e In K [X]: f ist irreduzibel: f|g-h= flgV f|h

Beweis: Sei f irreduzibel, f|g-h
Angenommen [ teilt g nicht = ggT (f,g)=1=A-f+B-g
Multiplikation mit h liefert:

h=A-f-h+B-g-h=(A-h)-f+ B-C-f =f-(A-h+B-C) = Behauptung
A’—/

(%)

Anmerkung zu (x): Laut Voraussetzung: f|(g-h)

IT) Eindeutigkeit

Es ist moglich die Eindeutigkeit der Faktorzerlegung aus dem Euklidischen Algorith-
mus zu zeigen:

Seien f,g € K[X], g #0.

Euklidischer Algorithmus:

e Input: f1=/f, fo=yg
e Schleife: f; = fi+1 ¢ + fire - Wichtig: f;12 = 0 oder grad (f;;2) < grad (fi+1)
e Terminierung der Schleife fiir f;,» =0

e Output: f;;1 =ggT(f, g) (Eindeutigkeit bis auf konstante Faktoren)

fi~foro..-fr=91-92... gs wobei f;, g; irreduzible Polynome seien.

filgi (g2 -99) = flaV fil (g2--o9) & gi=const- fiV fil(g2- ... gs)

= per Induktion ... = Jg; mit g = const; - f;

OE (Umnummerierung) g; = const; - f; = (Kiirzen - Konstante in g, eingegangen)
forfsoooofr=92-93-..-9s

Per Induktion: r» = s, nach Umnummerierung: ¢; = const; - f;

Eindeutige (bis auf Reihenfolge) normierte irreduzible Zerlegung: f=c-fi-fo ... fr
mit ¢ # 0 wobei f; irreduzible Polynome sind.

fZC~Hp°‘p

wobei p die Menge der vorhandenen irreduziblen Polynome durchliuft.

Endgiiltige Formulierung:

Anmerkungen zur Primfaktorzerlegung:
e In der Praxis von geringer Bedeutung, da sehr rechenaufwendig

e Theoretisch von Nutzen:

ggT (C . Hpap,cl . Hpﬁp) — Hpmin{ap,ﬁp}
kgV (C . Hpozp,c/ . Hpﬁp) — Hpmax{ap,ﬁp}

= ggT(f,9)-kgV(f,g) = f-g-const
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4.2.17 Beispiele zum Euklidschen Algorithmus

(@) f=a'-1,g=2°-1

f=a*-1 = q-(2®*=1)+fs
fi=z' -1 = 2-(®—-1)+(z—-1)
fo=a®-1 = q-(x=1)+fa

?—1 = (@P+2+1)-(z-1)+0

= ggT(fg9) =geT(¢*—1,2°-1)=x—1
(b) f=221-1,g=23-1

f=22"-1 = ¢ (1;3—1) f3
fi=22'—-1 = 22-(2*-1)+ 2z 1)
1
fo=a%-1 = 5:{;2 (20— 1)+ =2® — 1
1, 1 1 7
= - Z - 22 —1) — —
<2x+4x+8>(x ) 5

16 8 7

= ggT(f,9) =ggT (22" —1,2° - 1) = -1
Bemerkung: d =ggT (a,b), ¢ Einheit = d-e=ggT (a,b).
Deshalb: ggT (f,g) = ggT (2z* — 1,2 - 1) =1

Einsetzen in Polynome
Situation: R C R’ (R,R’ kommutative Ringe mit Eins). Sei ¢« € R’ und

Einsetzen von a liefert:

fx)= - X' € R[X] n _
; f(a):ZazwazER’
i=0

4.2.18 Satz (IV.2.4) (Einsetzen ist Ringhomorphismus)
(i) (f+9)(a)=f(a) +g(a)
(ii) (f-9)(a) = f(a)-g(a)

Beweise:
(i) Seien f und g gegeben mit

f:ZOéi'Xi, QZZ@"Xi
i=0 i=0

Nach Definition der Polynom-Addition:

n

frg=> (ai+p) X'

i=0
Nun setzen wir ¢ ein und erhalten:
(F+9) (@)= (i+p)-a' =D (a-a +pi-a) = (ai-a') + D (Bi-a’) = f(a) + f (9)
i=0 i=0 i=0 i=0
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(i1) Bekannt: Fiir die Multiplikation zweier Polynome gilt:

(e ) () 5 ()

k=0 =0

Setzen wir nun a ein, so erhalten wir:

n+m k
(f-9)(a) = (Zaz B ) a

k=0 1=0
n+m k

= <Z ;- a 6k i -a” l))
k=0 =0
n+m

= 1) . (gj . aa)
k=0 1+§iiim

= az a)-(ﬁj-aj)

e

= f(a)-g(a)

Warum Ringhomomorphismus: « liefert: ®: R[X] — R/, f— f(a), es ist
o(f+g) = 2(f)+2(9)

®(f-9) = @(f)-2(9)

4.2.19 Satz (IV.2.5): “Abspalten der Nullstellen” - Partialbruchzerlegung

Sei K Kérper, f € K[X] (grad (f) > 1), a €K

(i) fla=0& (X—a)|f & f=(X—-a) g(X) fiir ein g € K[X]
(ii) grad (f) =n = f hat in K hochstens n Nullstellen

Bewelise:

Zu (i): Division mit Rest: f = (X —a) ¢+ r. Wir miissen zwei Fille unterschieden:
r=0vgrad(r) <1 = grad(r) =0. Das heift: » = const. Einsetzen von « liefert:

fla)=(a—a)-gla)+r(a)=r = f(a)=r=0 nach Voraussetzung

Das heiftt: f(X)=(X —a)-¢(X)+ f(a) = Behauptung.
Zu (i1): Induktionsbeweis:
f habe eine Nullstellen: f = (X —a) g, g € K[X]. Nach Gradformel: grad (¢) =n —1
Weitere Nullstelle von f:
f()=(b—-a)-g(b)

= b Nullstellen von f = b =aV g(b) = 0. Nach Induktion hat g héchstens n — 1
Nullstellen = f hat héchstens n Nullstellen.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Polynomringe



Seite IV-18 Lineare Algebra I - Vorlesung

Bemerkungen (teilweise mit Beweisen):

1) feK[X], f(z)=(X—a1)- (X —az) ... (X —a;) g (z) wobei g ohne Nullstelle in K.
2.) Satz (IV.2.5.9) gilt auch iiber Ringen, (IV.2.5.i7) ist absolut falsch. Beispiel: Sei
R =Z/4z[X]. Lése T? — 1 = 0 in R. Diese Gleichung hat unendliche viele Lésungen:
(142-X")?=1+42-2-X"+(2-X")’=1+4-X"+4-X2"=1 fiir alle n.

3.) Ein Korper heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht konstante Polynom

eine Nullstelle in K besitzt. Aquivalent dazu: Jedes Polynom vom Grad > 1 ist
Produkt von Linearfaktoren und eventuell einer Konstante.

Beispiel: C ist algebraisch abgeschlossen (= irreduzible Polynome in C haben Grad=
1. (Fundamentalsatz der Algebra - erster Beweis dariiber von Gauf)).

Beispiel: Berechnung von 7" —1 = 0 (Berechnung der n-ten Wurzeln einer komplexen

Zahl)
Bereits bekannt (Multiplikation zweier komplexen Zahlen):

z = r-(cos(p)+i-sin(p))=r-e¥
= 1/ (cos (@) +i-sin(Q)) =1

w
Z-w = 7r. rl . ei'(@+¢/)

Damit: 2" =" - "¢, In den Ubungen schon gezeigt: Formel von Moivre:

“Jy

Zp=e Tk

mit k=0,1,...n—1
4.) Zerlegung von Polynomen in R [X]

(i) irreduzible Polynome haben Grad= 1 oder Grad= 2. X? + aX + b ist irreduzibel
& X% +aX +b in R nicht 18sbar

o G e

SO

(ii) X3 +aX?+bX +c=0 ist in R 16sbar (Allgemeiner: X" +bX" 1 + .. .+ c=0 ist in
R fiir ungerade n 16sbar). Wir wissen aus der Analysis:

lim X" +bX" 4. . 4c=—00, lim X"+bX" 14+, . +c=x

r——00 r—00

Da es sich bei diesen Polynomen um stetige Funktion handelt folgt aus dem
Zwischenwertsatz, dafs X" +bX" ! + ... + ¢ mindestens eine Nullstelle hat.

Die Behauptung (i) 143t sich mit Hilfe des Fundamentalsatz der Algebra beweisen.
Sei f € R[X], a; € R, wobei

1=
i=0
Nun ist:

f(z)zOzialwzi
i=1

fiir ein 2z € C.
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Einschub: Konjugiert komplexe Zahlen:

e Sei z=a+bi. Nun gilt: a+ib=a—bi

e Seien z,w € C: z+ w =7z + w beziehungsweise z-w =2z -w

Nun gilt auch:

0:iai~zi:iai~zi:ia_i~;:iai~? = f(Z)=0
i=1 i=1 i=1 i=1

Also: Wenn z € C\R und z Nullstelle = % ist auch Nullstelle von f.
= InC[X]:
(X =2)- (X =2)f

Zudem gilt:
(X—2) (X—-2)=X%2—(2+42) - X+2z-2= X24+2-R(2) - X +|2?
eR

Also: f= (X2 +2-R(z)- X + |z|2) - g, wobei g € R[X]

5.) Integration iiber Partialbruchzerlegung

Hiufig sind Intergrale der Form

f@)

g(x)
zu l6sen, wobei f,g € R[X].
1. Schritt: g = f1 - f2, 28T (f1, f2) = 1. Nach Vorausetzung: 1=A-f; + B- f5

1 _A B f_A B _, A A
f1'f27f2+f1 - g f2+f1 ¢ f2+f1

wobei C, A1, A; Polynome sind mit grad (4;) < grad (f;)

= /fdx—/c*d +/—d+ f1

2. Schritt: Schlieflich erhalten wir:

/idm:/Cdx—&— /Lkdx+...+ /#ldx—i-...
g (X —ay) (X2+aX +0)

lineare Terme quadratische Terme
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6.) Faktorisierung der Polynome in R [X]:

[Tx=a)™ - J]T (X248 X +;)”

i=1 7j=1

(7) (i)

Da wir uns in einem Polynom-Ring iiber R befinden ist f ein Produkt von linearen
Termen (i) und quadratischen Termen (ii), wobei die quadratischen Terme irreduzibel

2
sind, also (6—2]) —7v; S 0.

7.) Integration von gebrochen rationalen Funktionen:

/de / dX = /A+—+—dX
g1 g2 g1 g2

wobei A, B,C Polynome, ggT (¢1,92) = 1, grad (¢1) > grad (B), grad (¢2) > grad (C).

Anwendung der follstindigen Faktorisierung liefert:

/A+—+—dX /AdX—i—Z/ o dX+Z/ TR X+%) dx
(2) (i)

Nun miissen wir die verbleibenden Briiche, welche entweder lineare (i) oder quadra-
tische Terme (ii) im Nenner haben, integrieren:

a) Berechnung der linearen Terme:

[ oemar

Wir kénnen B; per Division mit Rest zerlegen: B = B - (X — a) + B (a). Damit folgt:

/( FdX = / dX+/%dX

wobei grad (B) < r und grad (B) < r — 1. Schliefilich ist alles zuriickgefiihrt auf:

In(|X —«f) r=1

1
/(X—a)7 — ! . 1 r>1
7,+1 (X_a>7“+1

b) Berechnung der quadratischen Terme

/ C
(X2 4+ 8- X +7)°

Zuerst fithren wir eine Variablensubstitution durch. Mittels quadratischer Ergéinzung

erhalten wir:
16} 2 B 2 X + g ’

2
X2+B~X+7<X+§> +
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- . X+5
Nun substituieren wir: 7 :=
V6
- . c¢(2)
Schliefilich erhalten wir Integrale der Form | —————-dZ
(Z241)

C 14ft sich nun per Division mit Rest weiter zerlegen: C (2) = Q (2)-(Z?> +1)+(a- Z +b)

Wir erhalten:
[ LDz [ QD a4y [eZity,
(22 +1) (22 +1)" (22 +1)
N—————

(i) (44)

Das Integral (i) zerlegen wir rekursiv weiter, das Integral (i7) ist mittels Substitution
und partieller Integration zu berechnen:

a-Z+b a 27 1
L0z =2 [ 22 a4z +b [ - dZ
/ ZZ 1) ) / ZES / ZZ 1)
— —
(i4i) =1,

(#i1) wird direkt per Substitution integriert. I, intergrieren wir mittels partieller
Integration:

1 " 1
(Z2+1) (Z2+1)
1 A
-z [
(ZQ+1) (Z2+1)T+1
Z Z24+1-1
(Z2+1) (72 1)

Z
= 2 G L -1,
ZES A

Wir erhalten damit folgende Rekursionsformel:

7 1 Z n 2r
Ty (224" T r—1

I, mit I, = arctan(Z)
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4.3 Kapitel (IV.3): Diagonalisierbarkeit

Zur Erinnerung:
Sei f: V — W linear, dim (V) = n, dim (W) = m, 2 sei Basis von V und B sei Basis
von W

T 1 T v1j n
M% H=1 a1 a2 - an |, a;= ; f(Uj):Zaz‘j'wi
U ! Umj i—1

Berechnung der Transformationsmatrix:

f

\% W
%T Y4 Tso%
« My (f) -

Abbildung IV-5: Schema fiir die Transformationsmatrix

Basiswechsel: Seien 2,2’ Basen von V und 98,3’ Basen von W.

v id v / W id W
%"T Y4 %‘T Y4 Tso% Y4 Tso%,
Kn 2 n a2 m e m
MQ[ (ld) M%(f) M%’(ld)

Abbildung IV-6: Schema fiir den Basiswechsel

f =idw o f oidy wird beziiglich 2/, B’ durch M3, (id) - M% (f) - M (id) beschrieben.
Es folgt fiir die Transformationsformel: M%, (f) = Mg, (id) - MZ (f) - M%/ (id)

Anmerkung: M%, (id) und M3y, (id) sind regulire Matrizen, da zum Beispiel:

M2 (id) - MY, (id) = M3 (id) = E

4.3.1 Spezialfall: Endomorphismen f:V —V

Wir wiihlen eine Basis 2 von V mit beschreibender Matrix M (f)
(In diesem Fall, da Endomorphismus: 2 = 98)

Die Transformationsformel fiir den Basiswechsel von 2 — 2’ lautet:
M3 (f) =M, (id) - M3, (f) - Mg (id) = T - M3 (f) - T~

wobei T € GL (n,K)
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4.3.2 Definition (IV.3.a): Ahnlichkeit von Matrizen

Seien A, B € M,, (K). A und B heifen #hnlich, falls ein T € GL (n,K) mit B=T-A-T~!
existiert. T wird als konjugierende Matrix bezeichnet.

Bemerkung: Ahnlichkeit ist Aquivalenzrelation

Zur Erinnerung: Eigenschaften einer Aquivalenzrelation:

(i) Reflexivitit A~ A: A=T-A-T™', T=E,

(ii) Symmetrie B~ A= A~B: B=T-A-T"'=A=T"!.B-T,
TeGL(n,K)=T=S""! also A=S-B-S°! & A~B

(iii) Transitivitdt: Sei zusétzlich C € M,, (K) und A~ B, B~ C:

A~B& A=S-B-S'mit B~C& B=T-C-T"! folgt:

A=S-(T-C-TY)S'=(S-T)-C-(S-T)'=U.C-U' & A~C

Bemerkung: (S - T)_1 =T7!.8°!

4.3.3 Definition (IV.3.b): Diagonalisierbarkeit von f

f :V — V Endomorphismus, f heifit diagonalisierbar < es existiert eine Basis K
von V mit MY (f) = ( M : ),)\iEK.

0 An
Speziell: A € M, (K), A diagonalisierbar < 4 :K" — K"diagonalisierbar.
Zusammenhang mit der Eigenwerttheorie:
A={v1,...,v}, f(v;) = Zaijvi entspricht der j -ten Spalte von

2

M%(f): <o djoo | « j-te Spalte

daher f (v;) = \jv;, 2 ist Basis aus Eigenwerten.

4.3.4 Satz (IV.3.1):

Seien f : V — V ein Endomorphismus, 8 eine beliebige Basis von V. dann sind
dquivalent:

(i) f diagonalisierbar
(ii) V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren

(iii) MJ (f) ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix
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Beweis: Aquivalenz von (i) und (ii) siehe (IV.3.b).
(i) = (iii) Basiswechsel liefert dhnliche Matrizen = M3 (f) ist &hnlich zu

Al 0
M%m:( R, )

A1 0
(i4i) = (i) nach Voraussetzung T -M3 (f)- T~ ! = ( . R )

A1 0
Jede reguldre Matrix ist Matrix eines Basiswechsels T = M% (id) = < ),
0 An
A1 0 vy v
2 Basis aus Eigenwerten. M} (f)T™! = T, T ! = ( | ln )
0 An
M% (f)-v; = Aj-v; in T7! sind die Spalten Eigenvektoren ausgedriickt in der Basis 8.

4.3.5 Charakteristische Polynom von Endomorphismen

Bisher: X4 (T)=det (T -E, — A) ¢ K[T]

Problem: Die Eintrige von TE, — A sind nicht alle in K [T|, die Determinate ist bisher
nur iiber Korper definiert.

Zwei Begriindungen:

(I) Entwicklung der Determinantentheorie iiber Ringen, hier K|[T|, aus der Leib-
niz’schen Determinantenformel detA = Z sgn (o) H is(7), alle Standartsitze ( bis auf

o
Alternierende Multilinarform”) gelten.

(IT) Suche Kérper L D K [T]. Es gibt einen solchen Kérper, und zwar einen kleinsten:

L=k = { L] rgexim.o 20},

den “Koérper der rationalen Funktionen”.

(a) Gleichheit: (d) Inverse:
L L w pg—rg=0 N _9 fu
9 9 g) f
(b) Addition:
i+f_l_f'g/+f/'g (e) Doppelbruch:
(© Mulliplation 5L (D) 1d
c ultiplikation: 7 \y T T T g f
i'f_,:f.f/ g
9 9 9-9
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4.3.6 Satz (IV.3.2)

Ahnliche Matrizen haben dasselbe charaktristische Polynom (X 4 (X) ist eine Invari-
ante gegeniiber Ahnlichkeiten)

Beweis: B=T-A-T~!. Fiir das charakteristische Polynom von B gilt:
Xp = det(X-E—B)=det(X-E-T-A-T})
det (T-(X-E)-T'-T-A- T

= det(T [X-E—A]- T ') =det(T) X4 (X)- det(T)

= Xa(X)
da det (T)-det (T~') =det (T-T™') =det (E) =1
Konsequenz: Spur und Determinante bleiben bei Ahnlichkeit unverindert, denn:

XA (X)=X"—Spur(4)- X"t +.. . 4+ (=1)"-det(A)
Bisher: A dhnlich zu B (oft: A~ B) = Xa=Xp

Warnung: X4 =Xg # A shnlich zu B
Beispiel: Sei A und B gegeben mit

=lon) m=lon)

Fiir die charaktristischen Polynome gilt:
T-1 0 T-1 1
0 T-1 0 T-1

Angenommen es existiert T € GL (n,K) mit T-AT~! = B, aber T'A T ! =T-ET"! =
B=F. Aber B#F

Xa(T) = = (T -1)*

— (-1, XB<T>\

4.3.7 Definition (IV.3.c): Charakteristisches Polynom von f

Wiihle Basis 2 von V, setze X (X) := det (X -E-M3(f)) = XM%(f) (X)
Wohldefiniertheit des charakterisitschen Polynoms von f (Unabhingigkeit von der
Wahl der Basis): Sei B eine weitere Basis von V, dann gilt: M} (f) =T -MJ (f) - T~!
fiir T = M3, (id). Also:

Xz () (X) = Xarz () (X)

4.3.8 Satz (IV.3.3): Eigenwerte von Endomorphismen

Die Eigenwerte von f sind genau die Nullstellen von X ¥
Beweis: f wird in der Basis 2 durch M (f) beschrieben:

Flo)=3 o M%(f)z( )

Allgemein gilt fiir Eigenwerte: A € K, Jv #£0: f(v)=A-v

n n a! T
v=2 wi-vi, f)=) yi-v P =4
i=1 i=1 Yn Tn

Das heifit: f(v)=\-v & A-2= X2, A= M3 (f). Wir haben bereits gezeigt, daR die

Behauptung fiir Matrizen korrekt ist, also auch fiir f.
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4.3.9 Beispiel fiir Eigenwerte eines Endomorphismus

Vergleiche auch Aufgabe 11 vom dritten Ubungszettel der LinA II.

4 . {Polynome iiber R,grad(f) <4} =V — V. Fiir f #0: L(f) =X-f = X =0,
f = const. Damit folgt fiir den Eigenraum: Eig (%, 0) =R-1

Beschreibung durch Basis 2 = (1,t,t2,t3,t4)

01 0 00
00 2 00
MI(f)= 0 0 0 3 0
0 00 0 4
000 0O
Fiir das charakteristische Polynom folgt:
X -1 0 0 O
0 X -2 0 0
— _ y5
Xumagy=det| 0 0 X -3 0 [=X
0 0 0 X -4
0 0o 0 0 X

Damit ist die einzige Nullstelle o = 0 einziger Eigenwert.

4.3.10 Beschreibung der Eigenrdume eines Endomorhpismus

Es gilt: Eig(f,A\) ={v|f(v) =X-v} =Kern(f — X -id)

Denn: f(v)=A-v=X-id)(v) < (f—X-id)(v)=0

Aus der Dimensionsformel folgt: dim (Eig (f,\)) =dim (V) —rg(f — X id)
Darstellung der Eigenrdume mittels beschreibender Matrizen:

A = (vi,...,v,) sei Basis, A =M (f). Nun gilt:

My (f = A-id) = M3 (f) = A E
Damit folgt: dim (Eig(f,\)) = dim (V) —rg (MJ — X - E) und weiter:

T

Eig(f,\)={ > z;-v|(A=X-E)- | 1 | =0y =Eig(4,))
=1

4.3.11 Weiter Charakterisierungen der Diagonalisierbarkeit

Zur Erinnerung an (IV.3.b), (IV.3.1): f:V — V heifft diagonalisierbar < es existiert

Basis 2l mit
my(p=( !
R ) W
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Bemerkung:

(i) 2 ist Basis von Eigenvektoren

(ii) A; sind Eigenwerte von f, da

Xf(X):det =
0 X = i

X — Al 0 n
(X —=X)
i=1
Zur Erinnerung an (I1.4.6) - Direkte Summe zweier Untervektorrdume:
Seien U,V <W, U+V ={u+v|u e U,v € V}. Nach der Dimensionsformel (II.4.4):

dim (U+V)+dim(UNV)=dim (U) +dim (V)

Diese beiden Sitze sind beliebtes Material fiir eine miindliche Priifung bei Hern
Becker.

Zur Erinnerung: Definition der direkten Summe von zwei Unterrdumen:

U+V heifst direkte Summe < jedes Element von U+V hat eine eindeutige Darstellung
der Form u+v wobeiu e U,veV & UNV=¢ <& dim(U+V)=dim(U)+
dim (V)

Notation: U d V.

4.3.12 Definition (IV.3.d): Direkte Summe von Unterrdumen (Mehr als zwei)

Gegeben seien Uy, Us,,..., U, < V. Der Unterraum

U1+U2++UT:ZU1:{U1+U2++UT|U16U1 fiir 7;:17...,7‘}
=1

-
heifst direkt, wenn jedes Element von ZUi eine eindeutige Darstellung der Form
i=1

T
Zui, u; € U; hat. Notation: U; U, @ ... U,
i=1

Aquivalente Formulierungen:

(i) Die Summe U; + Uy + ... + U, ist direkt

(i) Fiir alle i =1,...,7 gilt: U;n (> U; | =0
i

(ifi) dim (U, + Uy +...+U,) = > dim(U))
i=1

Fiir die Beweise siche Aufgabe 14 vom vierten Ubungszettel der LinA II.
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4.3.13 Beispiel: Direkte Summen von Unterriumen im R3

X

X2

3
Abbildung IV-7: Der R3
Die Unterriume seien gegeben mit U; = z;-Achse. Sei r € R3. Nun gilt:
x = (x1,22,23) = (1,0,0) + (0,22,0) + (0,0, 23) = u1 + us + us
mit u; e U; = R3=U; @ Uy ® Ug

4.3.14 Satz (IV.3.4): Die Summe von Eigenrdumen zu verschiedenen Eigenwerten
ist direkt

> Eig(f,\) = D Eig(f,\i) = Eig (f,\) © Big(f,A2) © ... ® Eig (£, \,)
=1 1=1

Beweis: Sei v = v; + v2 + ... + v, mit v; € Eig(f,\;) und seien )q,..., )\, paarweise
verschieden.

Zuerst zu zeigen: Eindeutigkeit der Darstellung.
Aquivalent zu zeigen: 0 =v; +vo+...+v, = v, =0fliri=1,...,r.

Beweis: Eindeutigkeit der Darstellung

“=" Sei die Summe direkt, v = Zvi = ZO =0, 0 € Eig(f,\;), alle v; =0

i=1 i=1
“<” Voraussetzung: Null nur trivial darstellbar. Sei v = v1+vo+...+v, = v]+v5+...+v)
wobei v;, v; € Eig (f, \;)
= 0=(vy—v))+ (w2 —vh)+...+ (vp —v).). Aber: (v; —v)) € Eig(f, \;). Nach Voraus-
setzung folgt: v; — v, =0 v; = v}
Nachdem wir die Eindeutigkeit der Darstellung gezeigt haben, werden wir den Rest
des Beweises mit zwei verschiedenen Argumenten fiihren:
1. Beweis:

Sei0=v1 +vas+...+v f(v;) =X -v;. Zu zeigen v; = 0. Anwendung von | liefert:
0:f(vl)+f(vg)+...+f(v,.) = O=X-vi+X-va+...+ A v,

Wenden wir nun f erneut an, so erhalten wir: 0 =7 - v; + A3 -v2 +...+ A2 v,

Haben wir nun f (r — 1)-mal angewendet, so erhalten wir folgendes homogenes Glei-
chungssystem:

0 = )\?-Ul + )\8-1)2 + ... + )\Q-U,.
0 = )\%~v1 + )\§~v2 + ...+ )\71.~vr
0 = X.vyy + M.ow + + A,
0 = )\’1”71 cv1 + )\’2671 vg 4+ ...+ AT,
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Dies erinnert uns an die Vandermondsche Matrix (det (AT) = det (A)):

IRD VD PR U
1 X A2 - N
2 r—1
det L Az Az - )‘3 = H (/\z_)\j)
- lsisysr
D VD C A Y

H (A — Aj) # 0 genau dann, wenn alle \; paarweise verschieden sind.
1<i<j<r
Allgemeines Schema zur Lésung fiir r = 3:

1 a a? 1 0 0
1 b b2 = 1 b—a b —a?
1 ¢ ¢ 1 c—a 2—ad?

b—a b®—ad?

cC—a 02—(12

B 1 b+a
= (b—a)-(c—a)-’1 c+a

= (b-a)(c—a) (cta—(b+a)

Anmerkungen:
(i) Entwicklung nach der ersten Zeile

(ii) Aufspaltung der Terme in der zweiten Spalte nach dritter Binomischer Formel
und Herausziehen der Faktoren in jeder Zeile

Vergleiche Aufgabe 4 auf dem ersten Ubungsblatt LinA II.
Formal erhalten wir nun:

0 1 1 1 1 01
0 )\1 )\2 )\3 )\T (%] 0 V1
of- | % ¥ N | e s oa | ) oe]
: S : 0
0 VD Y VA R Ut Uy

A

= Alle v; =0 (Fiir det (4) # 0)
2. Beweis: Per Induktion nach r.
Gegeben: Eig(f,\;) fiir i =1,...,r
Induktionsanfang: r = 1: trivial (jede Summe aus einem Unterraum ist immer direkt)
Induktionsschritt: » — 1~ r
Nach Voraussetzung: 0 =v; +va+ ...+ vy f(vi) =N\ -5
Wenden wir nun f an, so erhalten wir: 0 =v; - A\ +v2-Aa+ ...+ A - v,
Multiplizieren wir nun die Voraussetzung mit \; und subtrahieren von der folgenden,
so ergibt sich:
0:(/\2—)\1)'U2+()\3—)\1)'U3+...+()\7.—)\1)-U7.
Per Induktion folgt: alle (A\; — A1) -v; =0 fiir i =2,3,...,r.
DaM#Nfiiri#j=v=v3=...=0,=0=>v;=0
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Dimension der Eigenrdume
(i) Eig(f,\) =Kern(f — X-id), denn dim (Eig (f,\)) =dim (V) —rg(f — A -id)
(ii) Zu beweisen: dim (Eig(f,\)) < Vielfachheit von )\ als Nullstelle des charakteriti-

schen Polynoms

4.3.15 Definition (IV.3.e): Vielfachheit einer Nullstelle

Sei g(T) € K(T) mit g («) =0.
Nun spalten wir solange eine Nullstelle bis der Rest des Polynoms h (T) fiir « keine

Nullstelle mehr hat:
g(T)=(T—a)™ -h(T)

ro wird nun als Vielfachheit oder Multiplizitit von o bezeichnet.

4.3.16 Definition (IV.3.f): f-invarianter Unterraum

Gegeben: f:V — V (Endomorphismus), U < V heifit f-invariant Unterraum, wenn
gilt:
fuU)ycu

4.3.17 Beispiele fiir f-invariante Unterrdume

(a) {0} und V sind immer invariant (pathologische Fille)
(b) K-v ist f-invariant < v ist ein Eigenvektor

(c) Sei K = R? und f = Drehung 60° im R?. In diesem Fall sind nur {0} und R?
invariant.

(d) Sei K = R?® und f = Drehung im R?. In diesem Fall sind nur {0}, R® und die

Drehachse invariant.

(e) Eig(f,\) f-invariant: v € Eig(f,\) = f(v)=X-veEig(f,\)
(Denn: flg;ys,) = Multiplikationen mit A)

4.3.18 Lemma (IV.3.5)
Sei U ein f-invarinater Unterraum
= Xy () =Xy, (T)-g(T)

Beweis: Sei V= U®U’ und sei (u1,... U, Ur11,...,Uy,) sel Basis von V, mit uq,...,u, € U
und upyq,...,u, € U,

A | B
Die Beschreibung von f in dieser Basis hat Blockstruktur:

0| C
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Anmerkungen:

T
o f(u)= Za” -u; (U ist f-invarianter Unterraum von V, jedoch iiber u; fiir i =
i=1
r+1,...,n ist keine Aussage moglich)

e A ist eine r x r-Matrix und B ist eine (n —r) x (n — r)-Matrix

Damit erhalten wir nun folgendes charakteristische Polynom X ¢ (T):

T~E,.—A‘ -B

Xf (T) det

0 T-E,_.—C

= det(T-E,—A) -det (T -E,_, —C)
Weiter: A = M ( f|y;) mit Basis 2 = (uy,...,u,). Es folgt die Behauptung:

X (T) = Xf|u (T)-g(T) wobei g¢g(\)#0

D.h.: X;(T)= (T —\)™ - g(T) wobei g(\) # 0 und \ Eigenwert

4.3.19 Definition (IV.3.g): Algebraische Vielfachheit, geometrische Vielfachheit

dim (Eig (f, \)) := geometrische Vielfachheit von )\,
r) := algebraische Vielfachheit

4.3.20 Satz (IV.3.6): geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit

Es gilt: dim (Eig(f,\)) <7\
Beweis: Eig(f,\) ist f-invariant:

/ A, 0
. — ..
Eig(f,\) 0 )\n

ist r x r-Matrix, r = dim (Eig (f,\)). Fiir das charakteristische Polynom gilt:

=(T-N" = Xp(D)=(T-N"g(T)

fleig(s,0)

Es folgt die Behauptung: r <)

4.3.21 Beispiel: geometrische Vielfachheit < algebraischer Vielfachheit

Sei A gegeben mit

A= ( . ) —~  XA(T)= (T -1
= A =1 ist einziger Eigenwert. Rechnen wir nun den Eigenraum aus, so erhalten
wir:

Eig(A,1)Kem(AE)Kern< 8 (1) )K' < (1) )

Damit ergibt sich fiir dieses Beispiel: r =1 S ry =2
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4.3.22 Hauptsatz (IV.3.7):

Gegeben sei f : V — V Endomorphismus (beziehungsweise A € M,, (K)).

Dann sind dquivalent:

(i) f (beziehungsweise A) sind diagonalisierbar

(i) V ist direkt Summe der Eigenrdume: V = @Eig (f,A) (bzw. V = @Eig (A, N)
A A

(iii) Zwei Teile:

(a) X; (beziehungsweise X 4) zerfillt iiber K vollstindig in Linearfaktoren

(b) Fiir jeden Eigenwert stimmen geometrische und algebraische Vielfachheit
iiberein.

Beweis:

(1) = (i9): f diagonalisierbar = es existiert eine Basis aus Eigenvektoren
LY Eig(fA) =V = V=DEig(f\)
i=1 i=1
(i4) = (#i¢): Man erhilt eine Basis der Form
U {U,\l,v,\w...,v,\m}
A

Stellen wir nun f in dieser Basis da, so erhalten wir:

By,

B . A, 0
M2 (f) = Az mit B, = ..
a (f) . A < 0 N )

125%

n

Damit folgt fiir das charakteristische Polynom X (7):
Xp@=1[T-Nn"
A
(143) = (i):
Laut (a): X;(T) = H (T —M\)™. Laut (b): ry =dim (Eig(f,\))

(%)
= dim (@ Eig (f, )\)) => ry = grad (X} (7)) = dim (V)
A

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §3: Diagonalisierbarkeit



Seite IV-34 Lineare Algebra I - Vorlesung

4.3.23 Bemerkungen

Def.
1.) A € M, (K) diagonalisierbar < f4 diagonalisierbar < A = M (f4) ist dhnlich
zu einer Diagonalmatrix:
Mo, 0

T-A-T1<0 c ) fiir T € GL (n,K)

Dabei:

e T ist nicht eindeutig bestimmt, wohl aber die Eigenwerte )\;

e T~! hat als Spalten Eigenvektoren, weil T~' = M2’ (id).

2.) Die zweite Bemerkung ist ein Korrolar:

4.3.24 Korrolar (IV.3.8)

Sei dim (V) = n (beziehungsweise A € GL (n,K)). Hat f (beziehungsweise A) n ver-
schiedene Eigenwerte in K, so ist f (beziehungsweise A) diagonalisierbar.

Beweis: Folgt aus (IV.3.6) und (IV.3.7): Alle ry =1. Aus (IV.3.6): dim (Eig(f,\)) =7\

n

Xf:H(Tf)‘n)

i=1

3.) Situation: KCC, f e KIT]

Behauptung: f hat in C eine mehrfache komplexe Nullstelle < ggT (f, f')#1
Anmerkung: In diesem Fall ist mit f’ tatsichlich die Ableitung gemeint.

Fiir den Beweis wollen wir zwei Fille unterscheiden:

Fall 1: Sei K=C, f(T)=(T —a)" - ¢g(T) mit g (a) # 0. Fiir die Ableitung gilt:

fr) = r(T-a) g +(T—a) g (T)
= (T—a) " [r-g(@)+(T-a) g(T)
= h(T)

mit h(a) #0. ggT (f,[") = (T —a)" " -p(T) mit p(a) #0.

Fiir r > 1: ggT(f, f') #1

Sind alle Nullstellen einfach - fiir » = 1, das heiftt ggT (f, f/) = 1 (Riickrichtung).
Fall 2: Sei K C R: ggT (f, f’) bleibt unveriindert beim Ubergang von K zu C
Wichtig: ggT-Berechnung ohne Kenntnis der Nullstellen

4.) Trigonalisierbarkeit - wird in Kapitel IV-§5 noch ausfiihrlicher behandelt
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4.3.25 Definition (IV.3.h): Trigonalisierbarkeit von f beziehungsweise A

f heifst trigonalisierbar < 3 Basis ¢ mit

¢ . )\1 .. *
Mc(fA)( 0 -)\n>

A € M, (K) heilt trigonalisierbar

)\1 B3
& A ist ahnlich zu
0 An

4.3.26 Satz (IV.3.9)

f (beziehungsweise A) trigonalisierbar < X ; (beziehungsweise X 4) zerfillt vollstindig
in Linearfaktoren iiber K.

TP Xf (T) — H (T —Ai) (Klal‘)

“=" Algorithmus: Wihle v; Eigenvektor zu \;: A-v; = A1 - v;. Nun beschreiben wir
v1 in der Standardbasis:

V1 =a1-€e1+ag-ex+...+ay, ey

OE: a1 #0 = wvi,eq,e€3,...,6, ist Basis, wobei

Nun wollen wir A in der neuen Basis beschreiben:

To-A-Ty' |[=A

wobei

Oélj

A1 —
g

A=

0 a;

P g —

: Ty J

0
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Per Rekusion: T; € GL (n — 1,K) mit

Es gilt:

Damit gilt fiir 7'

1 0---v-- 0
)\1 *
T:= 0 To, T -A-T7!'= ]
0

4.3.27 Frobenius-Begleitmatrix

Bemerkung: A€ M, (K) = X, (T) ist normiertes Polynom vom Grad n.

Frage: Tritt jedes derartige Polynom auf?

Wenn wir schon so fragen ist die Antwort wohl: Ja.

Gegeben f(T)=ag+a;-T+...+a,_1-T" ' +T". Nun habe A, die folgende Form:

0 -+« -+ 0 —ap
1 - E —Q1
A — Wird als Frobenius-
n— 0 Begleitmarix bezeichnet
: . - 0 —ay
0O -+ 0 1 —ap_

Behauptung: XAn =f

Wir fithren den Beweis per Induktion:

Sein=2:
o 0 — Q)
e (1)

= XA2 = det(T-EQ—Ag): T %o

71 T+Oél
= T - (THa)—(—1-a)=T*+a1-T+ap

§3: Diagonalisierbarkeit http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script



Kapitel IV: Normalenform und Eigenwerttheorie Seite IV-37

Sei nun n = 3:

0 0 —Q
Ag = 1 0 —Qq
0 1 —Q9
T 0 Qo
= Xa, = det(T-Ez—A3)=| -1 T o

0 71 T+042

Nun entwicklen wir nach der ersten Zeile und erhalten:

T 0 (%))
XAs = -1 T aq
0 71 T+012
1. Z_elle - T o . | 17T
- —1 T+as | " 0 -1

= T-(T2+a2-T+a1)+a0
= T3+a2-T2+041'T+OéQ

Fiir n ~» n+1 gehen wir analog vor, indem wir die Determinante nach der ersten Zeile
entwickeln.
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4.4 Kapitel (IV.4): Minimalpolynom und Satz von Cayley-Hamilton

4.4.1 Einsetzen von Matrizen und Endomorphismen in Polynome

Es gilt: f(T Z a-T" € KI[T]
Auf Matrlzenebene.

e Einbettung: M,, (K) — K, a — ( (g 2 ) =a-E

e Verkniipfungen: A+ B, A- B

e f(A)=ag - A+ a; - A'+ .. . +a, - A"=ap-E+a;-A'+.. .+ a, - A" € M, (K)
Auf Endomorphismenebene:

e Einbettung: End (V) —< K, a — «-idv

e Verkniipfungen: f+g, fog

o fp)=ap -’ +ar-pl+. ... tan- Pt =ap-idy +a; -t +...+a, ¢ € End (V)

4.4.2 Beispiel fiir das Einsetzen von Matrizen in ein Polynom

Seien A gegeben mit:

A:((Z Z) = XaA(T)=T?—(a+d) T+ (ad — bc)

Setzen wir nun A in X 4 ein, so erhalten wir:

Xa(4) = (a+d)- A+ (ad—bc) - E
B a’ —|—bc ab+bd \ ([ a*+ad ba+bd ad — bc 0
ca+dc cb+d? ca+cd ad+d? 0 ad — be
B a? 4+ be—a® —ad + ad — be ab + bd — ba — bd
o ca +dc—ca — cd cb+d? —ad — d? + ad — be
( 8):0 (Null im Ring)

4.4.3 Vorbereitungen fiir den Beweis des Satzes von Cayley-Hamilton

Fiir Matrizen gelten folgende Rechenregeln:

(@) (f+9)(A) =f(4)+g(4)
(ii) (f-9)(A) = f(A)-g(4)

(iii) f(A <Zo¢z AZ> Zal A (z

Nahezu analog gelten folgende Rechenregeln fiir Endomorphismen:
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(1) (f+9)(p)=Ff(p)+g(v)
(i) (f-9)(p)=f(p)og(v)=g(p)of(y) !Kommutativitét!

(i) f (e (Z o - Al) (©) =) ai- A (p)

4.4.4 Satz (IV.4.1): Satz von Cayley-Hamilton

Es gilt:

Beweis: Was ist zu zeigen?

Fiir X, ( Zaz o' gilt: (X, () (v) =0 YveV

Sei Xga:T —|—an_1-T" Ly +a1-TH+ag.
Nun ist Vv € V zu zeigen:
(W) F 1" W)+t (V) Fag-idy (V) =0

Wir sprechen in diesem Fall auch von einer ‘“universellen linearen Abhingigkeit der
Vektoren idvy (v), ¢ (v),...,¢" 1 (v),¢" (v)"

Sei v € V gegeben.

Betrachte U = (v,¢ (v),¢? (v),...,¢" 1 (v),¢" (v)), dim(U) =k +1 < n.

Behauptung: k ist das minimale [ mit gak“ (v) € (¢ (v),* (V),...,¢" (v))

Behauptung: U ist ¢-invariant:

da ¢**1 (v) € U.
Nach Lemma (IV.3.5) gilt:

Xo (M) =Xy, (1) -9(T) = Xolp) =Xy, (0)og(p) =g(0) o Xy, (#)

Anwendung auf v liefert:

Xe (0) (v) = g () (X4, () ()

Nun beschreiben wir ¢|; in der Basis v, (v),¢? (v),...,¢" (v) von U (Insgesamt k + 1
Vektoren):

v =9 (), () = ¢* ()., ¢ (V) = " (v),¢" (V) = T (v) = apvtare (v)+. et (V)

Damit ergibt sich fiir die beschreibende Matrix:

0O ... ... 0 +Hag

1 - +an
M(ely) =1 o :

: 0 +ag—1

0O ... 0 1 Hag
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Dies sollte uns an die Frobenius-Begleitmatrix erinnern. Somit kennen wir das cha-
rakteristische Polynom:

X, (T)=—ag—oq -T— ... —qy-TF+ T+
= leu () = —ap-idy —ag - — ... —ag - @* + FF!
Anwendung auf v liefert:
Xoly (9) () = —ag v —a1 - (v) —... —ar - " (1) + " () =0

Damit folgt: X, () (v) = g(p) (0) =0

4.4.5 Definition (IV.4.a): Minimalpolynom: m4 (T), m, (T)

my (T) beziehungsweise m, (T') heiflen Minimalpolynom von A beziehungsweise ¢,
wenn my (T') beziehungsweise m, (T') ein normiertes Polynom vom kleinsten Grad ist,
dafi A beziehungsweise ¢ zur Nullstelle hat.

4.4.6 Satz (IV.4.2)

Das Minimalpolynom ist eindeutig bestimmt und teilt jedes Polynom, daff A bezie-
hungsweise ¢ zur Nullstelle hat.

Fiir den Beweis: m :=my
Sei f ein Polynom mit f (A) = 0 und sei f = ¢-m+r, wobeir = 0 oder grad () < grad (m).
Anwendung auf A liefert:

= f(4) =q(4) m(4) +r(4) = r(4)=0
—— ——
=0 =0
Nach der Definition des Minimalpolynoms folgt: » = 0, das heif3t: m| f.

Es folgt auch weiter: Das Minimalpolynom ist eindeutig.

4.4.7 Satz (IV.4.3)

Das Minimalpolynom ist ein Teiler des charakteristischen Polynoms und hat dieselben
irreduziblen Faktoren wie letzteres.

Anmerkung: In C: Eigenwerte sind genau die Nullstellen von m,. Beweis siehe
(4.4.14).

4.4.8 Beispiele fiir Minimalpolynom und charakeristisches Polynom
1.) Sei A gegeben mit
1 0 n
peme(20) =+ tm-an

m 4 ist das normiertes Polynom kleinsten Grades mit E,, als Nullstelle.
Sei f(I)=(T"-1), f(E;,)=(E,-E,;,)=0 = mg, =(T-1)

2.) Seien o, € R, wobei o # 3, und sei A gegeben mit A = ( g 2 )

= Xa(M)=(T-a)-(T-0)
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Nun gilt es drei Méglichkeiten fiir das minimale Polynom:

(i) ma = (T — )
(ii) my = (T - 3)
(iii) ma = X4

Es gilt: Fiir my = (T — «) miiite folgen 0 = A—«-E - dies ist falsch. Analog erhalten
wir einen Widerspruch fiir my = (T — )

= my = XA

11 2
01 ) = Xa(T)=(T-1)

Nun gilt es zwei Moglichkeiten fiir das minimale Polynom:

3.) Sei A gegeben mit A = (

(i) ma=(T-1)
(11) myg = XA

Da my = (T — 1) einen Widerspruch liefert (wie oben) folgt: m, = Xa
4.) Sei A gegeben mit

0 ... ... 0 —ap

1 - -
A=1o

: . 0 —a,

0O ... 0 1 —ap-1

Fiir die Frobenius-Begleitmatrix ist das charakteristische Polynom bekannt:
Xa(T)=T"+an1-T" ' +...4a1-T+ag

grad (m) =n. Laut 0= A"+ 3,1 - A*"1 + ...+ A- B + Bo, k < n folgt:
e1,A-e1 =es, A% 1 =e3,...,AF ¢4 = €kt

Widerspruch, da wir lineare Abhiingigkeit erhalten = my= X,

4.4.9 Vorbemerkungen zum Beweis von Satz (IV.4.3)

Zur Erinnerung: U < V, U ist p-invariant: ¢ (U) < U (Auch: = X (7) = X¢,|U (T)-g(T))

Grund: Blockstruktur der Transformationsmatrix:

o A | B
My (p) =
0| C
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4.4.10 Lemma (IV.44)

Sei V=U®W und U, W seien ¢-invariant. Dann gilt:

(i) m, (T) =kgV (mwluvmwlw)

(i) X, (T) =Xy, (T)- Xy, (1)

Beweis von (i1): schon erledigt. Zur Erinnerung in Kurzform:

Wihle Basis 2 = {uy,...,uy, w1,...,ws} wobei u,...,u, € U und wy,...,ws € W. Die
beschreibende Matrix hat Blockstruktur:

M3 () =

= Behauptung.

Beweis von (7):

Im ersten Schritt zu zeigen: kgV (mmu,mww)’ f
f (¢) bedeutet:

FM) =T = flp)=> ai¢
1=0 3

Zudem gilt: [ (p)(v) =0VYv e V.

Nun wihlen wir v = v € U. Einsetzen von u liefert:
f(p)(u) = (Za : wi> (W)=Y i ¢ ()= i (¢ly) (W) =Ff(ely) =0VuecU
i=0 i ;

= meU’ f-

Analog erhalten wir fiir v = w € W: mww‘ f

Damit folgt die Behauptung: kgV (me,mww)‘ f

Im zweiten Schritt bleibt zu zeigen: g =kgV (m | ,m, ) = g(p)=0
Nach Voraussetzung:

“h(T)=h(T) -my, (T)

Wenden wir nun g auf den Endomorphismus ¢ an, so folgt:

g(p) =h(p)omy (¥)

Setzen wir nun u € U ein, so erhalten wir:

g () (u) = h(p) (my, (@) () =h(p) (M, (¢ly) (W) =h(p)(0)=0

Bisher: g (p) (u) =0 fiir u € U
Analog zu zeigen: ¢ (p) (w) =0 fiir w € W
Damit folgt aus dem ersten und zweiten Schritt: m, = kgV (me, mmw)

= g (ut+w)=0VueUVYweW = g(p)=0daV=UasW
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4.4.11 Beispiel, Anwendungen

Sei V =R3 und sei A gegeben mit

5 0 0 Ao 0 0
A=[o0 3 4 )=,
05 6 ol B

Es folgt: A-e; =2-¢; = U= (e;) ist A-invariant (U ist in diesem Fall die z1-Achse)

Zudem gilt:
A-eg=3-e3+5-e3, A-e3=4-e3+6-¢3

= W = (eg,e3) ist A-invarinat (W ist in diesem Fall die (22, z3)-Ebene)

X1

U

)
W

T3
Abbildung IV-8: U und W im R3

= V =U®W ist A-invariante direkte Zerlegung. Fiir das charaktristische Polynom
von A gilt:
Xa(T) = (T-2) Xp(T)
= (T-2) (I*-9T-2)

9 89 9 89
- ”‘”'(”5*@)'(”5‘ I)

Nun wollen wir das Minimalpolynom von A bestimmen. Es gilt:
ma (T) = kgV (my, (T), mp (T))
Fiir Aq gilt:
Ay=(2)=2-E = myu,(T)=(T-2)

Nun miissen wir noch mp (T) bestimmen. Hierzu zwei Versuche:

(1) (schlechter) Versuch: Angenommen:

e grad(mp (7)) =1 = B -« E =0 (offensichtlich falsch)

e gradmp(T)=2 = mp(T)=T*+a-T+B = B*+a-B+3-E=0
Wir erhalten ein Gleichungssystem fiir o und 3, daf§ wir miihsam ausrechnen
miissen.

(2) (fundierter) Versuch: Wir wissen: mp (T)|Xp(T) = mp(T) = (T —a) oder
mp (T) = X5 (T)
Also: my =kgV (T -2, XB) = (T —2)- X5 (da in diesem Fall (T — 2) und X keine
gemeinsamen Nullstellen haben)
= Xa(l) = (T-2) (T*-9T-2)
= T°—97%—2T% + 18T — 2T + 4
T? — 11T + 16T + 4
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Nun wollen wir die A-Iteraten von v = (1,1,0) betrachten. Es gilt:

2 0 0 1
Awv = 0 3 4 1
0 5 6 0
= (2,3,5)

Ay = A-(A-0)
(2 0 0 2
= 0 3 4 3
0 5 6 5

= (4,29,45)

Behauptung: (v,A4-v, A?-v) ist Basis des R?
Als Beweis rechnen wir den Rang der folgenden Matrix aus:

4

1 2
rg(v,A~v,A2-v):rg 1 3 =3
0 5

ot ©

2
3
Beschreibung von A in dieser Basis:

Fiir die ersten beiden Spalten gilt: A(v) = (0,1,0) und A(A-v) = (0,0,1). Damit
erhalten wir:

00 7
MI(A)=(10 7
01 7

Nun miissen wir noch die dritte Spalte berechnen. Hierzu miisen wir die folgende

Gleichung 16sen:
A(AQ-U):O['U+ﬁ'A'U+’Y'A2"U

Hierzu kénnen wir zwei Methoden anwenden:
(1) Methode: Wir l6sen das lineare Gleichungssystem fiir o, 3,~.
(2) Methode: Verwendung von m, oder X4 und Cayley-Hamilton:
A’ —11A% + 16A+4E = 0
Setzen wir nun v ein, so erhalten
A% v —11A% v+ 16A- v +4E-v =0

Nun 18sen wir nach A- (A?-v) = A%.v auf und erhalten ein Darstellung von A% v

in der Basis von 2:
A3 v =114% v —16A-v—4E v

Damit erhalten wir unsere endgiiltige Transformationsmatrix:

00 —4
Mi(A) =10 -16 |=T-4.-T!
0 1 11

Dies ist die Frobenius-Begleitmatrix von X 4
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4.4.12 Lemma (IV.4.5)

Sei m, = p*, p irreduzibel = Xsa =pl mir k <1
Beweis:

Angenommen X@ ist keine Potenz von p, etwa X = p! ~10l22 -...-plr wobei p; irreduzibel
und [; > 1, r > 2.

Also: Xsa =p'- g mit ggT (p',g) =1 fiir g # 1 (g ist keine Konstante)
Dann folgt nach Lemma (IV.4.6): V= Kern (p' (¢)) & Kern(g(p))
=U =W

Die Summanden sind ¢-invariant = m =kgV (m

L/’|U’m‘P|w)

Auf U: pl(p)=0 = m@|U‘pl = my = P’ mit o <r

Auf W: m,, |g (12-...-pl;) = mw|U:pl22-...-pﬁ.;mitl§§li
Angenommen: alle [ =0 = m, =1 = W={0}
Dies ist Widerspruch zu Xsa =pl. g fiir g # 1.

Somit: Wenigstensein [; #0 = m,=kgV (m mww) +# p-Potenz

ely>

4.4.13 Lemma (IV.4.6): Zerlegungslemma

Sei f(¢) =0, f =¢g-h, ggT(9,h) =1 (g und h haben eine Teilerfremde Zerlegung).
Dann folgt:

(i) Kern(g(¢)) und Kern (h (p)) sind ¢-invariante Unterrdume

(i) V= Kern(g(y)) & Kern(h(y))
=U =W

Beweis:
Zu (i): g(p) ist Endomorphismus, also Kern (g (p)) < V.
Bleibt zu zeigen: Invarianz: ¢ (Kern (g(p))) C Kern (g(¢))

Sei g () (v) = 0. Zu zeigen: g (p) (v (v)) =0

Seig:Zalei = g((p):z:ai'sﬁ-

h(T) = Tzliefert: h(p) = . l

Das heiftt: Wir haben (g (¢) o h(¢)) ( ) 0 zu zelgen

Fiir Endomorphismen gilt: g(p)oh () =(g-h) (¢) = (h-9) (¢) =h () og(p)

Damit: g (p) (¢ (v)) = g () (h () (v)) = ( ) (g () (v )):w(g(w)(v)):s@(O)ZO
Zu (ii): Aus ggT (g,h) =1 folgt nach dem erweiterten Euklidischen Algorithmus:

l=gi-g+thi-h = id=gi(p)og(p)+hi(p)oh(p)
Wir wollen zwei Dinge zeigen:

(1) Kern (g (p)) NKern (h(p)) =0
(2) V=Kern(g(p)) + Kern (h(¢))
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Zu (1): Sei v € Kern(g(¢)) NKern (h(p)).
Nach id = g1 (¢) 0 g (¢) + h1 (@) o h (p) folgt:

v=1id (v) = g1 () (9(p) (v)) +h1(p) (h(p)(v)) =g1()(0)+hi(p)(0)=0
=0

Zu (2): Gegeben v € V. Dann gilt:

id=g1(p)og(p)+hi(p)oh(p)=g(p)ogi(p)+h(p)ohi(p)

Es folgt:
v="9(9)(91(p)(v)) + h(p)(h(p)(v))

€ Kern (h (p)) € Kern (g(¢))

Nun setzen wir zur Vereinfachung x := g; (¢) (v) und wenden h an. Wir erhalten:

h(p) (g(p) (@) =[h(p)og ()] (z)=[(h-g)(p)](x)=f(p)(x) = 0

Anmerkung: (x) Nach Voraussetzung: f(p)(x) =0 = g¢(v)(g1(¢) (v)) € Kern (h(y))
Analog erhalten wir: K (p) (hy (¢) (v)) € Kern (g (p))

Wichtig: g(¢|y) =0, h(¢lw) =0

4.4.14 Beweis von Satz (IV.4.3)

Wie nicht anders zu erwarten folgt der Beweis aus den Lemmata (IV.4.4), (IV.4.5),
(IV.4.6).

Sei m, =pi' -py* - ... - p;» die Zerlegung in irreduzible Faktoren.
Dam, (¢) =0, m, =pi' - py?-...-p;» ist, folgt:
——
=h

V =Kern (p}' (¢)) @ Kern (h(p)) == U+ W

1 (¢ly) =0, h(¢lw) =0, p-invariante Zerlegung.

Weitere Anwendung von Lemma (IV.4.6) liefert eine p-invariante Zerlegung von V:

V=€ Kemn (' (¥) , »}" (¢ly,) =0
= T
' =U;
= my, =p], s <r; (sogar s; =r;). Aus (IV.4.5) folgt (r; <t;):

(IV.4.4) n n
Xs@lui =p;' = Xy= walui = pr bei m, = HPZ
i=1 i=1

Damit

X

l
m, und Hpi
i=1

l l
Xo=T[w = IIn
=1 =1
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4.4.15 Vorbemerkungen zum Beweis von Satz (IV.4.7)

m ist Produkt verschiedener Linearfaktoren < ¢ (beziehungsweise A) diagonali-
sierbar.

Beweis:

“=" m = H (T — X\i). Nach dem vorigen Lemma folgt:
i=1

V= @Kern (=N -id) = @Eig(gp,)\i)
i=1

i=1

Also ist ¢ diagonalisierbar.

“<” o ist diagonalisierbar. Es folgt:
V=@DFEig(p. \), ¢ (Eig(p,\) C Big(p,))
i=1
Nach den obigen Lemmata folgt:

Also: m = H (T — \)

i=1

4.4.16 Beispiel zu Satz (IV.4.7)

Bestimme alle A € Ms (R) mit A3 =E.

Wir wissen: 4> =E = A ist Nullstelle von 7° —1 = m|73 — 1. AufRerdem
wissen wir: grad (m) <2 .

Wir kénnen 73 — 1 weiter zerlegen:
T —1=(T—-1)- (T +T+1)

wobei (T2 + T+ 1) irreduzibel iiber R. Damit bestehen zwei Moglichkeiten fiir das
Minimalpolynom:

(i) m =T -1 (das heiftt: A =E)

(i) m=T2+T+1
Bemerkung: m=T7?+T+1 = A3=E
Allgemein gilt:

m=T"4+a-TF'+.. . +a, = A'4+a;- A1+, . . +a,-E=0
= Yo:AF v=—ap-v—ap_1-A-v—...—a;- AF 1.0

Hier in diesem Fall: A2 . v+ A-v+E-v=0 VYoveR2

Angenommen wir hitten v mit (v, 4 - v) Basis von R2, In dieser Basis:

Fa o 0 —1 Frobenius
4 1 -1 Begleitmatrix
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Unter dieser Annahme gilt:

0 -1

-1 _
S-A-S _(1 I

) , SeGL(2,R)

Konnen wir solche v finden? Ja, jedes v ungleich Null pafst.

Sonst beiv#0: A v=X\v = T-)| X4 = T- Alm. Dies ist ein Widerspruch,
da m keine reelle Nullstelle hat.

Daher: A% =E, wobei A #E

~  SeGL(2,R): S-A~S‘1:((1) })
Umkehrung?
0 —1

. -1 _
SeiS-A-S < 1 1

> =4y, = A=8"1.4;-S. Damit folgt fiir A°:

A3 =8"1.40-S-S1. 4;-S-S1. 4 -S=8"1.43.8

Esist (49’ =By (X4, =T2+T+1) = A*=S"1.E,-S=E,
Damit:
{AeM;(R)|A® =E3, A#Ey} ={S7'-Ay-S|S€GL(2,R)}
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4.5 Kapitel (IV.5): Elementarteilersatz und Jordansche Normalenform
4.5.1 Ziel dieses Abschnittes

“Einfache” A := M} () oder #hnlicher Matrizen S- A-S~! herzustellen.

4.5.2 Vorbemerkungen:

” c|D . .
1. Fall: Mg (¢) = — ¢ — invarinater Unterraum

0 F
k

p(v) = Za” cv; und @ ((v1,v2,...,0k)) C (v1,v2,...,0%)
i=1

C

2. Fall: M% (p) = wobei (v1,vs,...,v;) Basis von C und (viy1,Vk+2,...,0n)
0|D

Basis von D bilden. Dann gilt fiir V: V = (v,v2,...,0k) ® (Vkt1,Vk42,---,0n)

¢ — invariant ( — invariant
Daher notwendige Untersuchung von ¢-invarianten Unterrdumen:
Sei U ¢-invariant, das heifdt: ¢ (U) C U und sei v € U.
Dann: v, ¢ (v),0? (v),...,¢" (v),...€ U

4.5.3 Definition (IV.5.a): p-zyklischer Unterraum: (v),

Wir definieren: (v), = ({¥* (v)’ k € No}) erzeugt von v, als den kleinster ¢-invarianten
Unterraum, der v enthilt.

4.5.4 Beispiel fiir p-zyklischen Unterraum

1 00 1 0 1
Sei V=R3und Agegebenmit A= 0 2 1 |sowiev=| 0 |,w=| 0 |,z=1] 0
0 0 2 0 1 1
Bestimmung von (v) , : Es gilt:
1 0 0 1
Av=1[0 2 1 0 ]=(1,000=v = A2 wv=A-(A-v)=A-v=uv
0 0 2 0

Per Induktion folgt: A" v =v. Damit: (v), =R .

Bestimmung von (w) , : Es gilt:

100 0
Aw = 02 1 ]-({0]=(012)
00 2 (1
100 0
= Aw = A-(Aw=[0 21 1 | =(0,4,4)
00 2 2

Sind nun w, A - w, A% - w linear abhiingig? Ja, denn

A% w = (4,4,0) = 4A - w — 4w
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Damit kénnen wir nun jedes weitere A* ausrechnen:
A = A (A w)=A (44 - w—4-w)=4A* w—44-w
4-(4A - w—4w) —4A-w=16A-w —4A - w — 16w =124 - w — 16w
Per Induktion: A" w=oqay-A-w+fy-w = (w), = {(w,A w) (2 dimensionaler Raum)
Bestimmung von (z) ,. Es gilt:

1 00 1
Az = 02 1 ]-{0]=(112)
00 2 (1
100 1
= A2w = A-Aw=021]-[1]=(1,44
00 2 2

Sind nun (,z7 A-z A% z) linear abhingig?
Hierzu betrachten wir die Determinante der Matrix mit (z,A -z, A2 z) als Spalten-
vektoren:

1
0
0

=

1
4|=-1 = (542,47 2) regulir = (2), =R’
3

— o

N = =

N
Il

4.5.5 Obere Abschitzung fiir dim ((v}w)

k—1
Seimr=T'4+a;-TF'+.. . +a, = @k(v):fZak,lwpi(v).
i=0

In diesem Fall: (v), = (v, (), 0> (V),...,¢" 1 (v)) = dim (<v>¢) < grad (m,,)

4.5.6 Definition (IV.5.b): m,, (T')

m,, , (T) ist das normierte Polynom kleinsten Grades mit [m, , (¢)] (v) =0

4.5.7 Beispiele zu m , (T')

1 0 0 1 0 1
Sei V=R?*und Agegebenmit A=| 0 2 1 |sowiev=[ 0 |,w=]| 0 |,z2=]| 0

0 0 2 0 1 1
Bestimmung von my , : my,|(T'—1) = muy,=T-1)

Bestimmung von my ,: Wir wissen aus (4.5.4):

A% w— A w+ 4w = [(T? — AT + 4) (4)] (w):[(ng)Q(A)] (W) = maw=(T-2)>

Bestimmung von m, .: Bisher aus Berechnung von my , und my¢,,
ma,[(T—1) und mpy,|(T—2)°

Damit: my = (T —1)- (I'— 2)* (normiertes Polynom, Grad 3)
= Xa=(T-1)-(T—-2)° Da (2), =R? folgt:

my . =my
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4.5.8 Satz (IV.5.1)

Sei g ein Polynom mit g (¢) = 0.

(i) e (V)] (v) =0 = my,lg
(ii) m , ist eindeutig und m, ,| m,

Beweis zu (i): Division mit Rest - analog zum Beweis fiir das Minimalpolynom

(IV.4.2):
Es gilt: ¢ =¢-m,, +r, wobei r = 0 oder grad (r) < grad (m, ,). Nach Einsetzen eines
Endomorphismus ¢ folgt:

9(p) =q(p) omy, (@) +7 ()

Anwendung auf v liefert:
9 () (v) =q(p) (my.(p) () +7(p)(v) = r(p)(v)=0
5 i3

Zu (x): = 0 nach Vorraussetzung.
Zu (#): = 0 nach Definition.

Beweis zu (ii): Angenommen es gibe zwei Polynome. Diese miifiten sich gegenseitig
teilen. Da sie aber laut Voraussetzung normiert sind k6nnen sie nur identisch sein.

4.5.9 Satz (IV.5.2)
Sei grad (m, ,) = k. Dann gilt

(i) dim((v)w) —k

(i) (v), = (v, ¢(v),...,¢* ' (v)) (Bilden Basis)
(i) U= (v),, my, =my, = Xy,

Beweis zu (i) . (i1): Wir wissen:

mw,v:Tk+a1~Tk_1+...+o¢k = <pk+a1~g0k_1+...+ak~id\/:0

k-1
Anwendung auf v liefert: " (v) =) " (—ap_i) - ¢' (v) € (v, (v)...,¢" " (v)) = Uy

I
=

Behauptung: (v), = Up
Beweis: Zu zeigen: alle ¢ (v) € U.
Wir haben oben bereits gesehen, dafy dies fiir [ =0,1,...,k — 1, k richtig ist.

Firl=k+ 1 Werden wir einen Induktionsbeweis fiihren:

Sei ¢ Z Bi - v , dann:

Pt (v) = (<pl (v))

= Z Bi- o' (v) + Bi_1 - ¢ (v) € (v, (v),..., o1 (v)) nach Voraussetzungen
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) = dim(U)<k

Bisher: U = (v),, = (v,¢(v),.
Angenommen: dim (U) =1 § k

Behauptung: U = <v o), (v),..., ot (v)>

Beweis: v, 0 (v),¢?(®),...,0 (v ),gp sind linear abhingig, da [ + 1 Vektoren. Also
existiert eine nicht tr1v1a1e Relation:

ag-v+ar-o) ...+ (v) =0

Angenommen o; #0 = ¢! (v) € <U, @ (v),¢%(v),...,¢'1 (U)>

= U=(v,0),¢©),....¢7" (v))
Angenommen «; = 0: Seien a,, # 0 und 11 = Qi =...=a; =0

= " e (v,o), 2 W),..., " () = U= (v,0v),¢*),...,¢" ' (v)) wobei
dim (U) <m < [. Es gibt also eine triviale Darstellung der Form

ao~v+a1~<p(v)+...+al~<pl(v)
= [(a0-v+ar-o@) +...+a-¢ (v) (9)] (v) =
= my|latoar-T+...4+a;- T! = [>k- wir erhalten einen Widerspruch.
= Daher: dim(U) =k
Beweis zu (iii): bereits gezeigt: dim(U) =%k = grad (X¢|U) =k
} X‘P|U

Zudem stimmen die Grade der beiden dufieren Polynome, die iiberdies normiert sind,
iiberein. Nach der Gradformel folgt die Behauptung.

= m‘Pv”| My,

4.5.10 Satz (IV.5.3): Maximum in ¢-zyklischen Unterrdumen

Es gibt v € V mit m, = m,,. Folglich: grad (m,) = Maximum aller Dimensionen
p-zyklischer Unterrdume.

Beweis: Zuerst betrachten wir einen Spezialfall und fithren diesen dann auf den
allgemeinen Fall zuriick:

1.) Spezialfall: m = p*, wobei p irreduzibles Polynom und rnw,|pk = my, = P!
mit [ < k

Angenommen: [ < k — 1 fiir alle v

= mw,|pk_1, anders ausgedriickt: pF—!
fendes Einsetzen von v liefert:

= g, - My, Anwendung auf ¢ und anschlie-
@ =g @ eomen(e) = PTHE]E) =00 () (M (9) () =0

———
=0 n. D.

k—1

Nach den Voraussetzungen folgt: m ,|p - wir erhalten einen Widerspruch.

Also gibt es v mit m, ,|p*, m,, =p* & 1 (p)(v) #0. Anders formuliert:
{v/mg,, # m,} = Kern (pkfl (¢)) = echter Unterraum von V
%,—/
#0

2.) Allgemeiner Fall: m, = p’fl -pgz -...-p¥" normiert und p; seien paarweise verschieden.

Nach dem Zerlegungslemma (IV.4.6) folgt:
V= @ Kern (pi“) ,  wobei ¢ invariante Zerlegung
—— —

U;
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ki

Auf U; gilt nun: pfi (¢ly)=0 = it

Wegen Lemma (IV .4.4) gilt:

m‘PlUi

mLP = kgv (m‘P|Ui) = m‘P|Ui = pfl
Dabher gibt es v; € U; mit m, ,, = pfl Setze v =v1 + ...+ v,.. Analog zu (IV.4.4) folgt:

m,, = kgV (m,,,) =kgV (pi“) =m,

4.5.11 Algorithmische Berechnung zur Suche von v mit m,, = m,
(1) Finde v mit m, =m,,
(2) Finde Zerlegung v = (v) , ® U, wobei U y-invariant sei.
(3) Zerlege U weiter

Zu (i) kdnnen wir zwei Methoden anwenden:

1. Methode: Folge dem Beweis (nicht stets zu empfehlen)
2. Methode: Mit Wahrscheinlichkeit nahezu Eins gilt: m, = m,, (iiber R, C)

Wir wihlen ein v = (21, 29, ..., z,) zufillig - zudem sei A gegeben wie oben:
9 1 00
x=| -1 |, A=10 2 1
5 0 0 2

Anwendung von A auf z liefert:

o A2y = 3 | =(9,16,20)

10

oo+ OO+
OO OO
N~ O N~ O

Nun wollen wir die lineare Unabhiingigkeit von z, A-z, A’ -z zeigen. Hierzu betrachten
wir die Determinante mit Spaltenvektoren z, A -z, A? -z

9 9 9 9 0 0 e
1 3 16|=|-1 4 17 9~‘5 15‘9~(6085)2257é0
5 10 20 5 5 15

Damit: my , = my.

Diese 2. Methode klappt aus folgendem Grund:

{zeR"my #my,}C U Unterrdume der Dimension <n -1

endlich
Zu (ii): V = (v), & U’, wobei U’ eventuell noch nicht invariant.
Falls ¢ (U’) C U’ sind wir fertig.
Falls ¢ (U’) ¢ U’ , dann wihle anderes U’ und iiberpriife erneut.
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4.5.12 Satz (IV.5.4): Elementarteilersatz

Gegeben ¥ € Endk (V). Dann gilt:

(i) v= @ (vi>@ und fiir m; = mo, (U; = <Ui>¢>) gilt:
i=1

(1) my| my| ms| ... |m,

(2) m, =m,
(3) Xsa = Hmi

(ii) Die m,; sind durch die Eigenschaften
V = @ <Ui>¢> und m;| my| ms|...| m,|
i=1

eindeutig festgelegt. (Sie heiffen eine Elementardarstellung von o)

Algorithmischer Beweis:
Man wihle v € V mit m, = m .

Betrachte (v), = (v, (v),¢*(),...,¢" 1 (v)), wobei k = grad (m,, ,)
Zwischenziel: V = (v)  © U, wobei U ¢-invarinat ist.

Dann: ¢|y, U betrachten, per Rekursion folgt die Behauptung, da die Dimension
immer kleiner werden.

Wir haben: V = <’U>¢> @® W, wobei W Vektorraumkomplement ist. W ist eventuell
nicht g-invariant.

Nun priifen wir nach, ob W p-invariant ist:
Wiihle w € W, dann ¢ (w) =+’ + v’ eindeutige Darstellung mit v' € (v) , w' € W
Wir definieren: ¥: W — W : w — w’, wobei ¥ Endomorhpismus von W.

Nachweisen der Linearitidt von ¥: Hier nur zum Beispiel die Addition:

i
(w+w1)/ =w' +w)

Dazu:

-

ev eWwW

@ (w+w) =@ (w)+¢(w) =@ +w)+ @ +wy) = (V' +v)) + (w +wy)

Also: U (w+wy) =w +w) =9 (w) + ¥ (w)
Analog zeigen wir die skalare Multiplikation = VU ist linear.
Per Induktion betrachten wir (W, ¥) , man hat also den Elementarteilersatz fiir (W, )

Jetzt: technische Schwierigkeit:
Zusammenhang von (V,p) und (W,¥): Es ist ¢ (w) =o' + ¥ (w), v’ € (v)

o
Anwendung von ¢ liefert:
o linear
P w)=plpw)=¢@ +T(w) = o)+ (T(W) =v"+v" +¥*(w)
—— ——
€ (v), ew

wobei v”,v" € (v), . Also: ¢* (w) =7+ ¥*(w), T=10" +v" € (v)

§4: Minimalpolynom. Cayley-Hamilton http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script



Kapitel IV: Elementarteilersatz und Jordansche Normalenform Seite IV-57

Dito - per Induktion: " (w) =v + U* (w), wobei ¥ € (),
Bedeutung fiir Einsetzen in Polynome:

Gegeben: L (T) = h(p) (w) =0 +h (V) (w), v € (v)
Folgerung: Sei h = m,,

= hp)(w)=0 = m,(¥)(w)=0 fiir allewe W =  Tatsache mg|m,

©

Nach Induktion diirfen wir annehmen:

W = (wa), @ (ws), ®...® (wr)

Versuch: Gilt V= (v), @ W = (v) , & (w2), &
)

Sei m; =Minimalpolynom von ¥ auf (w;

©

<w3>@ D...P <U)7->Lp?
Das heifdt (unter anderem): m; (¥) (w;) =0, m;| my| m,
» T (w2),, direkt ist.

Angenommen: Sei v’ +w' =0, v’ € (v),, W' € (w2)

Nun wollen wir testen, ob die Summe (v)

wobei v/, w’ # 0. Dann:

]
k—1 -

v = Zai-goi(v):h(gp)(v) mit hzzai,Ti
i=0 Pt

/

w' = g(p) (w2)

Daher ist zu untersuchen: 0= % (¢) (v) + g (¢) (w2).
Es gibt eine (offenkundige) Relation dieser Art:
my () (w2) ="+ my (V) (wa) =" =h(p)(v)
—_————
=0
Wir haben: ms|m, ., ma(¢) (w2) =v" € (v),

Behauptung: Fv” € (v), mit ms (¢) (w2) = m2 (p) (v")
Berechnung von v"':

Nach Voraussetzung: ms (¢) (w2) = h(¢) (v) = <2—: : m2> () (w2) =my, () (w2) =0
Andererseits: 2 () o (ma () (w2)) = "2 () (1(¢) (0) = (222 1) () (0
Daher: (Irr:l—j . h) () (v) =0 = my,=mg,| I;—j -h

Das heifit: m@~f:&-h = h=f -ms
msy

= ma(p) (w2) = (m2- f) (@) (v) = m2 (¢) (W)

Folgerung: m; (¢) - (w2 — v5) =0 (wir haben dem v’ den Index zwei gegeben)
Setze v; =w; —v] = m;(p)(v;)=0,U= Z (vi),,
i=1

Nachrechnen: V = (v), @ (v2), @ (v2), @ ... ® (vr),, (dies sparen wir uns hier)

¥ @
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Dies ist ein algorithmischer Beweis: Folgende Schritte:
(i) Wahl von v
(ii) V= (v), ® W (Vektoraumzerlegung)

(iii) Beschreibung von ¥ auf W: In der Basis v, (v),9? (v),..., 0" (v), w1, wa, ..., wy
beschreibende Martrix von ¢:

Zudem ist M (¥) =C

(iv) Modifikation der w;, so daR wir die passenden v; erhalten.

Zur Eindeutigkeit: Beweis per Rekursion:

Angenommen m;| my| ms| ...|m, und mj}| m}| mj|...|m..

Sicher gilt: m, = m, = m, (Das Minimalpolynom ist eindeutig)

/

Angenommen: m, =m,, m,_; =m/,_;,...,m,_p =m,_,

Dann: my,_; ist normiertes Polynom kleinsten Grades mit m;_; () (v) C (v1)
...@<’Ut+1>[10, k=r—t
Dito: m;_1 () (v) C (v1), & (v3), ® ... & <v£+1>¢, l=s—t

@ (va), @

¥ @

Weiterhin gilt: 30 : V — V Automorphismus (bijektive lineare Abbildung) mit

t+1 t+1
2 (@ <'Ui>> = @ (v)

i=1 i=1

Daraus folgt: m;_; = w;_;

4.5.13 Korollar (IV.5.5)

m, = Xg, <V ist p-zyklisch.
Beweis:

“<": Schon oft gezeigt.

“=" Zwei Beweise fiir die Riickrichtung:

1.) Beweis folgt aus Elementarteilersatz:
XA:m1~m2~...~mr, d.h. m, =m,

Hier: m; =ms=...=m,_; =1, das heifdst: r=1 =V zyklisch.
2.) Bereits friiher (als ein Baustein des Elementarteilersatzes) gezeigt: Jv: m,, = m,
Vor.

Hier: dim ((V}w) =grad (m,,) = dim(X,)=dim(V) = (v),=V
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4.5.14 Korollar (IV.5.6)

Zwei Matrizen im M,, (K) sind dhnlich genau dann, wenn sie dieselben Elementarteiler
haben.

“<” Nach Korollar (IV.5.5):

A dhnlich zu _
[4]

wobei die A; durch m; bestimmt werden. Daher ist A dhnlich zu gemeinsamer Matrix.
Somit sind A, B dhnlich.
“=» Sei B=S-A4-S7! mit S € GL (n,K)

Zerlegung von K" in invariante Unterrdume: K" = @ (vi) o~ Anwendung von S liefert:
K" =EDs- (v,
Nun lautet die generelle Frage: Was ist S - (v;) ,7 Es gilt:
S-(vi), = S~<U,AU,A2v,...> = <S-U,S-AU,S~A2U,...>

Nun gilt: B-(Sv)=S-A4-S71.(S:v)=S-4-S71.S.v=S-Av

Damit folgt fiir die Potenzen von B:

()

B'=(S-4-S71)' - (S-v) = S-4-S'.(S-v)=8- A

Zur Erinnerung zu (x):

(S-4-8? = 8.4.81.8.4.8'=S.4-E-4.-S'=8.4%.87"
(8-4-87° = ($-4.571)%.8.4.81'=8.42.871.5.4.871=5.4%.8"!
= (S-4-871)" = s.4".87!

Daher: S ((v),) = (Sv)g. Also: K" = @ (Sv) 5
Behauptung: Das Minimalpolynom von B auf (Sv;); sei m,;.

Beweis:

m; (B)

(Zak_i T) B)=> ari-B'=> ar;-S- 48"

- S~(Zak,i~Ai)~S_1:S~mi(A)'S_1:0 auf (Sv;)p

= Minimalpolynom von B auf (Sv;), teilt m; (Minimalpolynom von A auf (v;),).

Es folgt die Behauptung, da laut Voraussetzung das Minimalpolynom symmetrisch
in A und B ist:

Bisher: A~ B=S-A4-S7!, (v), ~ (Sv),
Daraus: B~ A=S"1-B-S=S"1.B. (S_l)_l, (Sv)g ~ (S71-Sv) , = (v) 4

Daher: Entsprechende Minimalpolynome teilen sich wechselseitig und sind normiert
=  Gleichheit
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4.5.15 Beispiele: Projektion

Projektion: p=py: V-V
V=UsU,pyu+v)=ufiirueU, v eU
1) p’=p = m|T?*-T=T-(T-1)

= V =Kern(p) ® Kern (p —id) = Eig(p,0) @ Eig(p,1)
———

——
=U’ =

dim(U)=r = X, (I)=1""'-(T-1)",
my|my| .. my=m="T-(T-1),m; my-...-. mp=T""-(T-1)"

Wie sehen nun die m; aus? Es gibt zwei Moglichkeiten:

(i) p#0,id, dann: m=T? - T

(ii) Entweder: m=m; =...=my_(_1), my_ =...=m; =T
oder: m=my =...=my__1), My =...=m; = (T —1)

Also:
a) T-(T —1) h-mal, T (h — k)-mal. Damit folgt fiir das charakteristische Polynom:

Xo=[T-(T-0)"-TF"=TF (T -1)" fiir k>h

= n—-r=k, r=h, n—r>n = 2r<n
b) T-(T — 1) h-mal, (T — 1) (h — k)-mal. Damit folgt fiir das charakteristische Polynom:

Xa=[T-(T-D)"-(T-D)""=T1h.(T-1F firk>hn

= n—-r=ky, r=k, r>n—r = 2r>n

Also: Elementarteilesequenz allein bestimmt durch r = dim (Eig (p, 1))
Damit p? = p, ¢> = ¢. Nach Korollar (IV.5.6): p und ¢ sind #hnlich

< dim (Eig(p,1)) = dim (Eig (g, 1))

Direkter Beweis (nicht iiber Elementarteilersatz):

“=g=96.9p.571 = S liefert Isomorphismus zwischen Eigenriumen zu gegebenem
Eigenwert.

“«<” V =Eig(p,0) ® Eig (p, 1) = Eig (¢, 0) @ Eig(q, 1).
Hier: Eig(p,1) % Eig(q,1), wobei ¢ Isomorhismus

= Eig(p,0) =z Eig(q,0), wobei ¥ Isomorhismus, da die Dimensionen iibereinstim-
men.

Das heifdt: p und ¢ sind (beziiglich verschiedener Basen) durch

beschreibbar.
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Das Jordansche Normalenproblem fiir Matrizen

Gegeben A € M, (K), A: K" — K"

k
Zum Beispiel iiber C: X4 (T) = H (T —X\i)", wobei \; # \; fiir i # j. Dann
i=1

1.) V= @Kern (A—=X-E)"

4.5.16 Definition: (IV.5.c): Kern(A —)\;-E)" - Verallgemeinerte Eigenriume oder
Hauptrdume

Kern (A — \; - E)"" werden als verallgemeinerte Eigenriume oder Hauptriume bezeich-
net.

Es gilt: Eig(4,)\;) CKern(4—\;-E)"”

2.) Damit erhalten wir durch Basiswechsel:

S-A-87l= _

wobei die einzelnen C; die Beschreibung von (A — ); - E)" liefern.
3.) v1,...,v; seien Basis von U=Kern(A—-\-E)", B:=A—-X-E. Auf U: B" =0

= alle auftretenden Bl6écke gehoren zu nilpotenten Matrizen.

Sei B" =0, v1,B-vi,B%-v1,...,B""!-v; und B" -v; = 0. Der Elementarteilersatz liefert
nun:
Es existieren vq,...,v; mit:

U=(0)g @) ®...0 (u)p

in der Basis (Ul,B ‘v, ..., BT v, v9, B vg, ..., B? "Ug), wobei B! -v = 0, wird B wie
folgt beschrieben:

2

wobei fiir die einzelnen B; gilt:

0 0
B=|1
0 10

Beziiglich der Basis (B'™!-v;,B""2 vy,...,v1,B" ' vy, B2 vy,...,v5...) hat die be-
schreibende Matrix ebenfalls Blockstruktur, wobei fiir die einzelnen B; in diesem Fall
gilt:

0 1 0
B; =

1

0 0
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Wollen wir nun A in der letzteren Basis beschreiben, so erhalten wir:

A=)N-E+B = A« .
3

mit den einzelnen J; mit folgender Gestalt:

A1l 0
Ji =

1

0 A

Schliefslich erhilt man eine dhnliche Matrix:

T ()
S.A.81= J2 (A2)

. Jn (M)

In der Jordanschen Normalenform tauchen alle Eigenwerte auf. Es ist moglich, daf
zu einem Eigenwert mehrere Jordanbldcke existieren.

4.5.17 Definition (IV.5.f): Jordanblock

Wir definieren den Jordanblock folgendermafien:

A1 0

Je(N\) =
.1
0 A

Ji (\) € M, (K) ist eine quadratische Matrix.

4.5.18 Definition (IV.5.g): Jordanmatrix

Wir definieren eine Jordanmatrix folgendermafien:

Jlﬁ ()‘1)
J= sz ()‘2)

. Jkn ()‘n)

Hier bei kénnen die verschiedenen )\; auch gleich sein.
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4.5.19 Satz (IV.5.7): Jordansche Normalenform
Folgende Aussagen sind dquivalent fiir A € M, (K)
(i) A ist dhnlich zu einer Jordanmatrix
(i) Xa=]](T-N) in K[T]

Die Jordanmarix ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Blécke.

Sei B= A — A-E. Dann: die Anzahl der k-reihigen Jordanblécke zum Eigenwert ) ist
gegeben mit

Anzahl Jodanblécke zum Eigenwert )\ =rg (kal) —2-rg (Bk) +rg (Bkﬂ)
(Insbesondere: In C ist jede Matrix dhnlich zu einer Jordanmatrix)

Zu (ii): m, = X,: V hat eine Basis v, (v),¢?(v),...,¢" ! (v). In dieser Basis wird ¢
wie folgt beschrieben:

0 ... ... 0 —ao

1 " -
M3 ()= | o

: . - 0 —ay

0 ... 0 1 —anp

Dies ist die Frobenius-Begleitmatrix zu Xg,.
Nach der letzten Spalte gilt:

Xo=T"+a-T" ' +... +a,
Nach Cayley Hamilton folgt:

" (0) = —on v — a1 V)~ —ar " ()

4.5.20 Herstellung der Jordanschen Normalenform fiir “kleine” Matritzen.

Nach Herrn Becker sind kleine Matrizen je nach Kénnen zwischen (3 x 3) und (10 x 10)
Felder grofs.

Wir gehen folgendemafien vor:
(1) XA (T) = H (T —X\;)"", die Eigenwerte )\; bestimmen (die Vielfachheit der Eigen-
werte ist nicht so wichtig)
(2) Anzahl der k-reihigen Jordanblécke bestimmen:
#J, (\;) =rg (B*') — 2. rg (B*) +rg (B*™)

wobei B=A— \-E (Wir fangen mit £ = 1 an und machen solange weiter bis alle
Jordanblécke gefunden sind)

Aus (1) und (2) folgt die Jordansche Normalenform.
Bestimmung von S-A-S~! =J. Zwei Moglichkeiten:

(i) Folge dem Beweis

(ii) Lose S- A =J-8S, betrachte Eintrige von S als Unbekannte: Wéihle im Lésungs-
raum des linearen Gleichungssystems fiir S ein reguliire Matrix aus.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §4: Minimalpolynom. Cayley-Hamilton
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